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Forord

Malet med denna kurs ar detsamma som malet med kanske all utbild-
ning: att fa en battre forstaelse av varlden. En sadan forstaelse ger oss en
vidgad blick pa universum och var plats i den, och méjlighet att paverka
och forandra genom att utveckla ny vetenskap och teknik. Detta ar ett
ambitiost mal, men sa ar ocksa matematiken ett kraftfullt verktyg som ger
oss alla mojligheten att arbeta oss narmare det malet.

Mer precist kan man forsta varlden genom att modellera den matema-
tiskt. Sadana matematiska modeller utgors ofta av sa kallade differen-
tialekvationer. Newtons andra lag ar en sadan ekvation som beskriver
klassisk mekanik; Einsteins ekvationer ar ett annat exempel, och univer-
sum modelleras som en 16sning till dem. Liknande ekvationer beskriver hur
bakteriekulturer vaxer, information sprids, ekonomiska tillgangar forandras
over tid, och mycket mer. Vad ar da en differentialekvation? Det &ar en
ekvation dar funktioner och deras derivator ingar. For att forsta dif-
ferentialekvationer (och, i forlangningen, vérlden) maste vi forsta dessa
begrepp. For att forsta derivator maste vi forst forsta gransviarden och
olika gransprocesser. Sedan ska vi kunna losa differentialekvationer, och till
det behover vi lara oss integrera funktioner. De mest utmanande differen-
tialekvationer kraver istallet att vi representerar funktioner som oandliga
serier, alltsa summor med oandliga termer.

Det ar darfor rimligt att denna kurs gar igenom just dessa begrepp:
gransvarden, derivator, serier, integraler och till sist differentialekvationer.
Sa véxer var forstaelse av varlden fram. De storheter vi studerar ar funk-
tioner i en variabel som tar reella tal som varden, och den apparat som vi
upptéacker och bygger upp heter darfor envariabelanalys. I de kommande
kapitlen utvecklar vi dessa teman steg for steg. Mycket nytta och noje!

Forfattarens tack. Idén att skriva ett kompendium &r inspirerad av
Martin Herschends och Thomas Kraghs utmarkta kompendier i linjar alge-
bra. Formatteringen ar direkt kopierad fran dessa, och jag ar dem tacksam.
Isac Hedén, Magnus Jacobsson och Anna Sakovich ska ha tack for det goda
samarbetet med arbetsbladen till kursen. Martin, Thomas, Isac, Magnus
och Anna ska alla ha tack for 6gonoppnande diskussioner som har gjort
avtryck i kompendiet. Sist och mest skulle jag vilja tacka alla studenter
for deras aktiva deltagande i undervisningen: att ha haft er i atanke som
potentiella lasare under skrivandet har gjort kompendiet gott.
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Lasanvisningar

Struktur

Kompendiet ar uppdelat i kapitel efter temana i forordet. Ett nollte kapitel
gar igenom grunderna for tal och funktioner. Till det kapitlet hanvisas du
vid behov fran olika kapitel. Varje kapitel ar indelat i olika avsnitt, som ar
numrerade och listade i innehallsforteckningen.

Definitioner, satser, exempel och idéer

Nya begrepp definieras genom, ja, definitioner. Detta kan lata sjalvklart,
men det innebér alltsa att begreppet precis ar vad definitionen sdger att
det ar, varken mer eller mindre. Du forvéntas lara dig, eller ga tillbaka till,
definitionen varje gang du behover veta vad ett begrepp innebér.

Fran definitionerna héarleder vi olika egenskaper som formuleras som
satser. Begreppen och satserna illustreras genom exempel.

Matematik handlar om idéer. Ibland har jag valt att lyfta fram idén
bakom en definition, sats, bevis, berakning eller annat och presentera den
med ett informellt sprak, eller fordjupa resonemanget, for att knyta till
intuition och tidigare kunskaper.

Definitioner, satser, exempel, idéer och anmarkningar ges i sarskilt farg-
kodade rutor. Definitioner och satser dr numrerade efter vilket kapitel de
ingar i, medan exempel och anmarkningar ar numrerade efter vilket avsnitt
de ingar i. Sats 1.2 ingar alltsa i Kapitel 1 och kommer efter Definition
1.1, medan Exempel 1.2.1 ingar i Kapitel 1, Avsnitt 2, och kommer fore
Anmérkning 1.2.2.

Bevis

Varje sats har ett bevis och alla pastaenden kan bevisas utifran axiom
och definitioner. Det &r sa vi garanterar att vart arbete vilar pa en solid
logisk struktur som var och en kan anvanda och granska kritiskt. I detta
kompendium har jag valt att bara inkludera de bevis som ar sarskilt viktiga,
t ex genom att de ger den basta forklaringen till varfor en sats galler, eller
innehaller ett intressant och anvandbart resonemang. Du forvantas darfor
lasa bevisen och tanka igenom hur argumenten ar uppbyggda.



Illustrationer

Alla grafer ar ritade i det grafritande programmet Desmos, som finns fritt
tillgéngligt pa desmos.com/calculator. Det ar en god idé att sjélv exper-
imentera med Desmos eller liknande program for att rita olika grafer. Sa
smaningom lar du dig att forsta hur funktioner beter sig och kan skissa
dem for hand utan grafritande program. Detta ar en vardefull fardighet
som starker din intuition.

Ovningar

Matematik lar man sig genom att reflektera och arbeta aktivt, narmare
bestamt genom att gora ovningar och losa problem. Detta kompendium
innehaller inga egna Gvningsuppgifter, men passar val tillsammans med
arbetsbladen till kursen (forfattade tillsammans med Isac Hedén). T in-
nehallsforteckningen kopplas varje avsnitt till motsvarande arbetsblad.

Fel

Jag har korrekturldst kompendiet en gang efter avslutat skrivande, och
darefter anvant verktyg for att upptéicka matematiska och sprakliga fel,
samt tagit in synpunkter fran kollegor. Trots detta kan fel kvarsta, och jag
blir tacksam for all aterkoppling som kan gora kompendiet battre.

Las vidare!

Detta kompendium forsoker inte siga allt som kan sédgas om envariabel-
analys: analysdmnet ar for brett och djupt for att detta skulle vara maojligt.
Till exempel har manga bevis utelamnats, och mitt fokus har varit att kom-
pendiet ska ga smidigt att folja parallellt med en kurs i envariabelanalys.
Amnet har ocksd méanga tillimpningar, dar bara ett urval ingar hér.

For den som &r intresserad av att lasa vidare finns

o Analys i en variabel av Arne Persson och Lars-Christer Boiers,
e Endimensionell analys av Jonas Mansson och Patrick Nordbeck,

e Calculus av Robert Adams och Christopher Essex,

och manga fler. Detta kompendium vilar pa den befintliga litteraturen.

Utover litteraturen ar det en larorik uppgift att kallkritiskt soka komplet-
terande information pa egen hand. Pa Wikipedia finns manga valskrivna
artiklar som kan vara till nytta.
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0 Var utgangspunkt

I denna kurs behandlar vi funktioner som tar reella varden. Darfor behover
vi ha en grundlaggande forstaelse dels for reella tal, dels for funktioner. Det
ar syftet med detta kapitel.

0.1 Reella tal

Vad ar problemet?

I denna kurs utgar vi fran att vi forstar vad de reella talen ar. Detta &r
langt fran sjalvklart, och en matematiskt korrekt konstruktion av de reella
talen ar ett krdvande projekt. Hur kan det vara sa? Lat oss utga fran

de naturliga talen 0,1,2,3,.... Dessa bildar en méngd som vi kallar for
N. Genom att infora subtraktion kan vi utvidga de naturliga talen och
fa mangden Z av alla heltal ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,.... Pa liknande satt

kan vi fa de rationella talen — méngden Q av alla tal pa formen 7 med

heltal i taljare och ndmnare — genom att definiera brakrdkning. Steget
fran N till Z och sedan till Q ar i nagon mening algebraiskt. Men for att
ga fran Q till mangden R krdvs nagot mer, ndrmare bestamt att kunna
hantera o#ndliga foljder av tal som ”nirmar sig” ett virde sasom v/2 eller
.

Vad ar losningen?

Som tur ar kan vi ofta végledas av den intuition vi anda har for talen.
For att dnda kunna sdga nagot precist, definierar vi reella tal i termer av
deras decimalutveckling. Lasaren forutsitts vara bekant med (oédndliga)
decimalutvecklingar, som t ex

1
1=0.333...

och
= 7.0000...



0 Var utgangspunkt

men aven
T =23.14159 . ...

Notera att vissa tal, som exemplet 7 ovan, kan beskrivas exakt med andligt
manga decimaler. For att alla tal ska sta pa gemensam grund later vi dessa
tal ha en oandlig decimalutveckling genom att "fylla ut” decimalutveck-
lingen med nollor. Ofta utelamnar vi dock nollorna: néar vi skriver 7 sa
tanker vi formellt pa 7.00000. .. .

Fran skolan minns du kanske att man skiljer pa tva fall: decimalutveck-
lingar som blir periodiska (dvs upprepar sig regelbundet) efter ett tag,
och decimalutvecklingar som inte blir det. Dessa svarar mot rationella
respektive irrationella tal.

Exempel 0.1.1

Decimalutvecklingen 0.142857142857 ..., som svarar mot det ra-
tionella talet %, ar periodisk fran och med den forsta decimalen;
cykeln 142857 av langd 6 aterkommer regelbundet, sa man sager att
perioden ar 6.

Decimalutvecklingen 1.8333. .. &r periodisk fran och med den an-
dra decimalen och perioden ar 1. Den svarar mot det rationella talet
11
’ Den valkanda decimalutvecklingen 3.14159. .. ar inte periodisk da
den inte bestar av nagon regelbundet aterkommande cykel. Den

svarar mot det irrationella talet 7.

En subtil poang: standardidentifikationen

For att kunna anvinda decimalutvecklingar som definition av reella tal, maste vi
utesluta ett problematiskt fall, nimligen decimalutvecklingar som (fran och med
en viss decimal) bara bestar av nior. Lat oss titta ndrmare pa detta. Om vi vill
att vara vanliga rédkneregler ska gélla, och att rakning med decimalutvecklingar
ska fungera som vi forvantar oss att den gor, sa vill vi & ena sidan att

3.3 =1=1.000...

och & andra sidan att
3-0.33333...=0.99999...

Eftersom decimalutvecklingen 0.33333... svarar mot det rationella talet %, sa
vill vi alltsa att

0.99999... = 1.00000...



0.1 Reella tal

Vi maste alltsa betrakta dessa tva olika decimalutvecklingar som ett och samma
reella tal. P4 samma sdtt kommer vi till exempel att ha

2.4699999 . .. = 2.4700000. ..

och sa vidare. Varje gang en decimalutveckling slutar med en oandlig foljd
av nior betraktar vi den som lika med den decimalutveckling som fas genom
att rédkna upp den sista decimalen som inte var 9 och sdtta alla efterfoljande
decimaler till 0. Med denna identifikation (identifiera=betrakta som lika) har vi
16st problemet. Vi kallar denna identifikation fér standardidentifikationen.

Nu har vi en mangd, namligen mangden av alla decimalutvecklingar. Mang-
den innehaller en nolla: talet 0 = 0.00000. ... Fran skolan vet vi hur man
adderar, subtraherar, multiplicerar och dividerar decimaltal. Detta tar vi
som grund for foljande definition.

Definition 0.1

Mangden R definieras som mangden av alla oandliga decimalutveck-
lingar (dér vi anvénder standardidentifikationen i héndelse av deci-
malutvecklingar bara bestar av nior fran och med en viss decimal).
Elementen i R kallas for reella tal. Om a och b ar reella tal sa
definierar vi de reella talen a + b, a — b, a - b och (om b # 0) a/b
genom vanliga rakneoperationer pa decimaltal.

En oéndlig decimalutveckling ar ett exempel pa en oandlig serie. Vi
behandlar dessa i Kapitel 3.

En anvandbar egenskap hos de reella talen ar att de kan approximeras
sa bra man onskar med rationella tal. Detta dr nagot du redan sett med
decimalapproximationer. Lat oss ta exemplet » = w. Vi kan approximera
7 med 0,1,2,3,... decimalers noggrannhet, med foljande rationella tal:

7“0:3 T1:3.1 7"2:3.14 7“323142 7"4:31416

Hur noggrant vi an vill approximera 7, kan vi gora det med ett rationellt
tal genom att ta tillrackligt manga decimaler. Detta géiller alla reella tal,
och intuitivt beror det just pa att vi definierat de reella talen som oandliga
decimalutvecklingar. Det vi egentligen har skapat ar en talfoljd ro,r1,72, . ..
som gar mot, eller konvergerar mot det reella talet r ju fler termer vi tar.
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Konvergens av talfoljder behandlas i Kapitel 3 och med hjélp av teorin dar
kan vi formulera denna egenskap som foljer.

For varje reellt tal r finns det en f6ljd av rationella tal ro, 71,79, . ..
som konvergerar mot r, dvs vars gransvarde uppfyller

lim r, = r.
k—o0

Vi kommer inte bara att behandla gransvarden av talfoljder, utan aven
av funktioner, vilket vi faktiskt borjar med. Innan vi gar in pa funktioner
infor vi en notation och terminologi for intervall av reella tal, som kommer
att vara anvandbar.

Definition 0.3

Lat a,b € R. Vi definierar intervallen

= {zeR|a<z<b}
{r eR|a<x< b}
{zeR|a<z<b}
{reR|a<x<b}
{r eR|a<z},
{z eR|a<x},

—
Q R
> o S

~— LT S L T

—./g\
5 ?E\'_‘

S

I

B
8 8

(—o0,b) = {reR|x<b},
(—o0,b] = {xeR |z <b},
(—00,00) = R.

Hakparentes betyder alltsa att &ndpunkten ingar, medan rund parentes
betyder att den inte gor det. Eftersom oo och —oo inte &r reella tal
kan de aldrig inga. Ett slutet intervall ar ett intervall dar alla mojliga
andpunkter ingar, och ett Oppet intervall ar ett intervall dar inga and-
punkter ingar. Intervallen (a,b), (a,00), (—00,b) och (—o0,00) ar 6ppna,
medan intervallen [a, b], [a, 00), (—o00, b] och (—o0, 00) &r slutna. De dvriga
intervallen &r varken 6ppna eller slutna. (Notera att R = (—o0, 00) bade
dr 6ppet och slutet.)

Ett intervall sags vara begransat om det har andlig langd. De fyra
forsta intervallen ovan ar begransade, och de fem sista ar inte det; de ar
obegransade.

10
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0.2 Funktioner

Bakgrund

Begreppet funktion &ar centralt, inte bara i denna kurs, utan i snart sagt
all matematisk modellering. Funktioner anvands for att beskriva sam-
band mellan storheter, dar en storhet beror pa en annan. Exempelvis kan
hastigheten hos en viss partikel forandras som funktion av tiden — lagg
marke till att detta satt att uttrycka sig ar vanligt ocksa i vardagsspraket.
Ett annat exempel ar temperaturen i en gasbehallare, som &ar en funktion
av trycket i behallaren. Ett tredje exempel dr den kommunala skattesat-
sen for ar 2025, som beror pa vilken kommun man bor i och alltsa ar en
funktion av kommunen.

Att skattesatsen éar en funktion av kommunen kan man forsta som att
till varje kommun sa har en skattesats tilldelats. (I just detta exempel sker
denna tilldelning genom ett politiskt beslut.) Med symboler skulle detta in-
nebéra att varje kommun z blir tilldelad en skattesats S(z). Hér betecknar
S sjalva funktionen ”skattesats”. Symbolen x representerar kommunerna
och genom att ersitta den med ett konkret exempel far vi en konkret skat-
tesats. Det galler t ex att

S(Uppsala) = 32.85%.

For att beskriva en sadan funktion behover vi alltsa veta tre saker:

a) Vad ar x for slags storhet? Med andra ord: vad &r méngden av alla
x som funktionen S ar definierad pa? I detta exempel ar x nagon
kommun i Sverige, dvs x ar ett element i mangden av alla kommuner
i Sverige.

b) Vad ar S(x) for slags storhet? Med andra ord: vad d&r méngden av
alla varden som S kan anta? I detta exempel ar detta mangden av
alla mojliga skattesatser. Har far vi bestamma oss for vad som ar en
mojlig skattesats, och for att vara pa den sakra sidan tillater vi alla
mojliga procentsatser mellan 0% och 100%, dvs reella tal mellan 0
och 1 (dven om vissa av dessa vérden &r osannolika).

¢) Hur ser funktionen S ut? Med andra ord, vad &r S(z) for varje

x 1 mingden fran a)? I detta exempel ges detta av en lista Gver
skattesatserna i alla kommuner.

11
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Grundlaggande begrepp

Dessa tre ingredienser ar det som ingar i definitionen av en funktion. Om
vi kallar mangden av alla kommuner i Sverige for K, och méangden av
alla procentsatser for P, sa har vi alltsa en funktion som till varje v € K
tilldelar en skattesats S(z) € P. Vi skriver detta kortfattat som S : K —
P. Allméant gor vi féljande definition.

Definition 0.4

En funktion f fran en mangd D till en mangd M ar en regel
for hur varje element = € D tilldelas precis ett element f(z) € M.
Mangden D kallas for definitionsmangden till f och méngden M
kallas for malmangden till f. For varje x € D kallas f(z) for
vardet av f i z.

Vi betecknar definitionsmangden till en funktion f ibland for Dy eller
D(f). T exemplet med skattesatsfunktionen S tidigare, &r alltsa defini-
tionsmangden

Dg = {z | & en kommun i Sverige}.

For funktionen f : R — R som ges av f(x) = 2 dr bade defini-
tionsméangd och malméngd lika med méangden av alla reella tal. Men det
betyder inte att varje reellt tal kan uppsta som funktionsvdrde: de negativa
talen i malmangden kan inte uppsta som varden till f. Mer intressant an
malmangden ar déarfor vardemangden.

Definition 0.5

Vardemangden till en funktion f : D — M definieras som
Vi={ye M |y= f(x) for nagot = € D}

och bestar alltsa av alla funktionsvarden till f.

Viardeméngden betecknas ibland med V(f).

I denna kurs arbetar vi med funktioner dar definitionsmangden och
malméngden &r delméngder av R (oftast intervall eller unioner av
intervall). Vi anvédnder darfor ofta R som malméngd. Vad géller

12
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definitionsmangden &ar det ofta praktiskt att lata den vara sa stor
som mojligt. Vi kallar detta for definitionsmangdskonventionen:
definitionsmangden Dy ar, om inget annat anges, mangden av alla
reella tal dar funktionsuttrycket ar definierat.

Exempel 0.2.2

Funktionsuttrycket f(z) = —L5 ar definierat for alla reella x # 3. Det
definierar dérfor en funktion f : R\ {3} — R. Fér virdeméngden
giller Vy =R\ {0}. (Varfor?)

Observera slutligen att en och samma funktion kan definieras av olika
uttryck eller pa olika satt pa olika delar av sin definitionsméangd. Det &r
trots detta en och samma funktion. Foljande ar exempel pa detta.

Exempel 0.2.3

Betrakta f : R — R som definieras av

f(x):{zx omx<0'

224+1 omz>0

Exempel 0.2.4

Betrakta g : R — R som definieras av

) = 1 om z ar ett heltal
FE=1 0 annars '

Grafen till en funktion

For att askadliggora en funktion kan man rita dess graf. Vi tanker nu
framst pa funktioner f : D — M, dar D och M ar delméngder av R.
Grafen till f bestar da av alla punkter (z,y) € R? diar x € D och y = f(z).

Grafen till funktionen f : R — R som ges av f(x) = x? bestar alltsa
av alla punkter (z,y) i planet R? dir y = 2. (En del av) den ser

13
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ut som foljer.

Om man har en funktion f sa kan man modifiera den pa olika sétt.
Nésta exempel illustrerar detta med funktionen f(z) = /.

Exempel 0.2.6

Nedan visas grafen till tre funktioner, som ges av f(z) = /z,
g(x) = vx + 2 och h(z) = & + 2+ 1. Para ihop rétt graf med rétt
funktion, och fundera pa hur definitionsmangden och vardeméangden
hos g (respektive h) forhaller sig till dem hos f.

| —TT
/

/

Symmetrier

En funktion kan vara symmetrisk pa manga olika satt. Vi lyfter fram tre
sadana.

Definition 0.6

En funktion f: D — R kallas
a) jamn om definitionsméngden D &r symmetrisk runt 0, och
f(=z) = f(x) for alla z € D, och

b) udda om definitionsméngden D &r symmetrisk runt 0, och

14
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f(=z) = —f(x) for alla z € D.

c¢) periodisk med period P, dir P € R, om f(z) = f(z + P)
for alla x € D.

Att definitionsméngden ar symmetrisk runt 0 betyder att
reED<— —xeD

dvs att f &r definierad i en punkt x om och endast om den ar definierad i
punkten —x pa andra sidan om origo. Definitionen av en periodisk funktion
inkluderar att f(x 4+ P) ar definierat sa lange f(x) ar definierat, dvs att
x + P € D galler for alla x € D.

Exempel 0.2.7

2

Funktionen f: R — R som ges av f(x) = 2 &r jimn, eftersom

och detsamma géller f(x) = 2" om n ar ett jamnt heltal.
Funktionen f: R — R som ges av f(z) = 2 ar udda, eftersom

f(-2) = (-2)* = —2° = - f(=2),

och detsamma géller f(x) = 2™ om n ar ett udda heltal.

Vi kommer att se att cos(—x) = cosx och sin(—z) = —sinzx for
alla x € R, sa cos-funktionen ar jamn medan sin-funktionen ar udda.
Vi kommer ocksa att se att bade sin och cos ar periodiska med period
2.

Nedan syns, fran vanster till hoger, graferna till den jamna funktionen
f(x) = 22, den udda funktionen g(z) = 23, och funktionen f(r) = 2%+ x
som varken ar jamn eller udda. Som illustration har funktionsvardena i
punkterna 2 och —2 markerats.
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Fran definitionen foljer att grafen till en jamn funktion ar spegelsym-
metrisk i y-axeln: grafens utseende till vanster om 0 ar en spegelbild
av utseendet till hoger om 0.

Pa samma satt ar grafen till en udda funktion “omvant spegelsym-
metrisk” i y-axeln, i bemarkelsen att grafens utseende till vanster om
0 ar en upp-och-nedvand spegelbild av utseendet till hoger om 0.

a) Att vara jdmn eller udda innebér att funktionens utseende till
vanster om 0 ar helt bestamt av hur funktionen ser ut till
héger om 0. Detta ar ett mycket starkt krav. De allra flesta
funktioner ar varken jamna eller udda.

b) Produkten av tva jaimna funktioner, eller av tva udda funk-
tioner, ar jamn. Produkten av en jamn och en udda funktion
dr udda. Sa &r t ex xsinz (till vanster nedan) jimn medan
x cosz (till héger) ar udda.

"




0.2 Funktioner

Att kombinera funktioner

Tva funktioner f och g kan kombineras pa olika sitt. Vi haller oss har till
funktioner vars definitionsméangder &r delmangder av R.

Definition 0.7

Om f: Dy - Rochg: Dy, = Rdar Dy € R och D, C R, sa
definieras funktionerna f + g, f — g, f - g och f/g pa det naturliga
sattet, dvs

(f+9)(x) = f(z) + g(x),

(f —9g)(@) = f(z) — g(x),

(f - 9)(x) = f(x)g(x), och

(f/9)(x) = f(x)/g().
Definitionsmangden for de tre forsta funktionerna ar Dy N Dy, och
for f/g bestar definitionsméngden av alla x € DyN D, dér g(z) # 0.

Definitionsméngden bestar alltsa av alla x € R dar bade f och ¢ ar
definierade, med tillagget att g(x) # 0 nér vi dividerar med g(x).

Ett annat sétt att kombinera tva funktioner f och g ar genom sam-
mansattning, dar man tillampar f forst, och sedan g pa resultatet av f.
Detta kraver att definitionsméangden till g innehaller alla viarden av f. De-
taljerna ar som foljer.

Definition 0.8

Om f: Dy = M och g : Dy — N ar tva funktioner med N C Dy,
sa definieras sammansattningen fog: D — N som

fog(z) = f(g9(z))

for alla z € E.

Exempel 0.2.10

Lat f: R — [1,00) ges av f(x) =2+ y/z och g : [0,00) — [2,00) ges
av g(x) =2*>+ 1. Dages fog: R — [2,00) av

fog(z)=fg(z)) =2+ Va? +1

. v

Observera att f o g och g o f betecknar olika saker, och daven nar bada
ar definierade sa ar de i allménhet olika, som nésta exempel visar.

17



0 Var utgangspunkt

Exempel 0.2.11

Lat f: R — R gesav f(x) =2% och g : R — R ges av g(z) = z + 1.
Da ar
go f(z) = g(f(x)) = 2* +1

medan

fogx)=flg(z) =(x+1)2 =242z + 1.

Egenskaper

Definitionen av en funktion, och diskussionen runt den, lyfter fram tva
problematiska fenomen som kan uppsta.

a) Enligt definitionen av en funktion ska varje = i defini-
tionsméangden tilldelas ett funktionsvirde y i malméangden.
Om f : D — M sa betyder detta alltsa att f(x) &r definierat
for varje x € D, det vill sdga att varje x € D avbildas pa ett
y = f(x) € M. Men det séger inte att varje y € M maste
"tréaffas”, dvs maste vara ett funktionsvarde. Med andra ord
behover viardeméngden inte vara hela malméangden, utan kan
vara en mindre del av den.

b) I definitionen av en funktion ingar det att varje x € D tilldelas
exakt ett y € M. Det betyder att f(x) € M &r ett enda,
entydigt bestamt element. Men det hindrar inte att olika x € D
avbildas pa samma y € M, det vill sdga att ett och samma
y € M kan uppfylla y = f(x1) och y = f(z3) for olika element
Al och To 1D.

J

Vi vill kunna beskriva funktioner som inte uppvisar sadana problem,
vilket ar poangen med nésta definition.

Definition 0.9

En funktion f: D — M kallas
a) surjektiv om varje y € M uppfyller y = f(z) for nagot = € D,

b) injektiv om f(x;) # f(z2) sa ldnge x1 # x5, och



0.2 Funktioner

c¢) bijektiv om den bade &r surjektiv och injektiv.

Exempel 0.2.13

Skattesatsfunktionen &r inte surjektiv. Kom ihag att vi har definierat
den som en funktion fran méngden av alla kommuner i Sverige, till
méangden av alla procentsatser mellan 0% och 100%. Ingen kommun
x uppfyller till exempel att S(z) = 0%.

Skattesatsfunktionen ar inte heller injektiv, eftersom det finns flera
kommuner som har en och samma skattesats. Exempelvis har bade
Uppsala och Eskilstuna skattesatsen 32.85%, vilket innebar att

S(Uppsala) = S(Eskilstuna)

trots att Uppsala och Eskilstuna givetvis ar tva olika kommuner.

Att f ar surjektiv betyder alltsa att vardeméangden &r lika med mal-
méngden. Att f ar injektiv betyder alltsa att f(x;) = f(z2) bara kan
héinda om redan x; = xo, det vill sidga att likheten f(z1) = f(x2) medfor
Ir1 = T3.

Overtyga dig om att definition 0.9 kan formuleras pa foljande sitt:
en funktion f: D — M é&r
a) surjektiv om ekvationen f(z) = y har minst en 16sning = for
varje y € M,

b) injektiv om ekvationen f(x) = y har hogst en 16sning x for
varje y € M, och

c¢) bijektiv om ekvationen f(z) = y har exakt en 16sning x for
varje y € M.

Inversen till en funktion

En férdel som injektiva, och i storre utstrackning bijektiva, funktioner har,
dr att man kan invertera dem. Idén &r att om y = f(x), sa kan man 16sa
ut x fran detta samband som funktion av y. Om detta ar mojligt kallar
man denna funktion for inversen till f och betecknar den med f~!.
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0 Var utgangspunkt

Om f: R — R ges av f(z) = 22, sa giller att y = f(z) om och
endast om x = J/y. I detta fall skulle den inversa funktionen till f
vara kubikroten /.

Observera att detta inte fungerar med alla funktioner. Funktionen f(z) =
2% ar problematisk eftersom

y=1° <= 1=1/y

vilket inte definierar en funktion. Detta beror just pa att f inte ar injektiv.
Exempelvis ar bade f(2) = 4 och f(—2) = 4, och déarfor &r det inte entydigt
bestamt vilken av 2 och —2 som ska vara den inversa funktionens varde.

Definition 0.10

En funktion f : D — M med virdeméngd V; kallas inverterbar
om det finns en funktion f~*:V; — D som uppfyller

y=flz) = x=f"(y).

En sadan funktion kallas for en invers till f.

Man kan visa att inversen i sa fall ar unik, dvs att om f ar inverterbar
sa finns det bara en sadan f~!.

Om f ar injektiv, sa ar f inverterbar.

Bevis: Om f ar injektiv sa finns det, till varje y € V}, precis ett
x € D som uppfyller f(x) = y. Om vi kallar detta x for f~!(y) sa har
vi definierat en funktion f~' : V; — D som precis har egenskapen
att

y=flo) = a=[f").

Déarmed har vi konstruerat inversen och visat att f ar inverterbar.

20



0.2 Funktioner

Var definition av inverterbarhet ar ovanlig! I andra sammanhang,
t ex linjar algebra, nojer man sig inte med att f~' har V; som def-
initionsmangd: om f : D — M sa vill man att f~' : M — D,
dvs &r definierad pa hela malméangden till f, och inte bara pa dess
vardemangd. Detta kraver att f inte bara ar injektiv, utan aven
surjektiv, dvs bijektiv, sa att vardemangden ar hela malmangden. I
denna kurs ar detta krav for starkt, sa vi nojer oss med var ovanliga
definition.

(En kryptisk, filosofisk anmérkning ar att detta ar ett exempel
pa analysens lokala natur: vi ar oftare intresserade av en funktions
beteende i ett litet intervall runt en punkt, och varden i motsvarande
intervall, snarare an globalt pa hela definitions- eller malméangden.
Surjektivitet blir darfor mindre viktigt: vi kraver inte att funktionen
antar alla virden.)

Inversen har vissa bra egenskaper.

Antag att f ar en inverterbar funktion.
a) Definitionsmangden till f~' &r f:is vardemangd Vy, och
vardeméngden till f~! ar f:s definitionsmangd Dj.

b) For varje z € Dy galler f~!(f(x)) = x.

c¢) For varje y € V; galler f(f(y)) =v.

\ 7

Pastaendena foljer fran definitionen; vi utelamnar beviset och illustrerar
dem med vart exempel ovan.

vd
(

Exempel 0.2.1

Funktionen f:R — R som ges av f(z) = ar inverterbar, och
fTUiR = Rgesav f(y) = ¢y = y'/3. Fér varje z € R giller

(@) = @) =,
och for varje y € R géller
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Nir vi beridknade inversen till f(z) = 2® fick vi en funktion av y:
f~'(y) = ¥y. Man brukar byta namn pa variabeln for att fa f och
/7! pa samma fot. Man skriver alltsa f~!(z) = /.

Att ha samma variabel gor t ex att man kan jamfora funktionernas grafer.

I de tva kurvorna y = |
f(z) och y = f~1(z) kan / +7
man siga att x och y har /
omvéanda roller, eftersom
y = f~l(x) ar ekviva- I
lent med z = f(y). Man iRN%
kan visa att detta leder —]
till foljande grafiska sam- p
band: grafen y = f~!(x) //
fas fran grafen y = f(z)

genom spegling i linjen y = x. Vi ser detta hir med f(z) = 3.

I

Om en funktion inte &r injek- [
tiv pa hela sin definitionsmangd, 6
sa kan man begransa defini- /
tionsmangden till en del dar §

N

funktionen &r injektiv. Exem- "\ II HE
pelvis ar g(z) = 2? injektiv om Vog| o f e

vi t ex begransar oss dit x > 0, \REP -

dvs till intervallet [0, c0). Dér &r S 24

funktionen inverterbar med in-

vers g~ (z) = /. 2




1 Gransvarden och kontinuitet

Rita grafen till funktionen f : R\ {1} — R som ges av f(z) = “;2__11. Hur
beter sig funktionen i narheten av x = 17 Funktionen ar inte definierad i
just x = 1, men vi vill &nda kunna siaga att den narmar sig 2 da x nédrmar
sig 1, i bemérkelsen att f(x) kommer ”"hur néra 2 som helst” ju nérmare
x kommer till 1.

Detta vill vi kunna uttrycka pa ett precist, matematiskt sitt, och det
kommer vi att kunna gora med begreppet gransvarde. Detta begrepp ligger
sedan till grund for definitionen av kontinuitet, derivata och integral, och
ar pa sa satt extremt anvandbart. Historiskt kan man argumentera att det
ar tack vare att vi forstod detta begrepp som analysen kunde na sadana

framgangar som ett matematiskt solitt verktyg.

Malet med griansvarden ar alltsa att kunna tala om en funktions-
beteende i narheten av ett tal x = a, utan att ta hansyn till hur
funktionen beter sig i sjalva punkten.

1.1 Definition och berakning

Vi definierar begreppet gransvarde som foljer.
Definition 1.1

Antag att funktionen f &r definierad ndra x = a (dvs i ett intervall
runt a) men inte nédvandigtvis i a. Om f(z) kan fas godtyckligt
néira vardet L genom att ta x tillrickligt néra a (men inte lika med
a), sa séger vi att

f(x) gar mot L da = gar mot a
eller med andra ord att

gransvardet av f(z) &r L da x gar mot a.
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1 Gransvarden och kontinuitet

Med symboler skrivs detta som

lim f(x) = L eller f(z) — L.

Tr—a r—a

Bilden nedan illustrerar hur det kan se ut. I figuren syns grafen till en
funktion f(z) som uppfyller

lim f(x) = 3.

x—2

LA
N
A

VR [RRRR N
SEpZ
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Att f(z) fas godtyckligt ndra 3 genom att ta z tillriackligt nira 2 betyder
alltsa att hur liten felmarginal runt 3 man &n kraver att f(z) ska halla sig
inom, sa kan detta garanteras genom att bara lata x vara inom ett visst
avstand fran 2. Med andra ord: hur tatt de vagrita linjerna &n placeras
runt y = 3 sa kan vi placera de lodrita linjerna runt x = 2 sa, att sa lange
x ar inom de lodréta linjerna sa ar f(z) inom de vagréta linjerna.

Ett mer precist satt att saga detta ar att oavsett vilken felmarginal
e > 0 vi far, kan vi garantera att f(x) ligger innanfor felmarginalen
(dvs innanfor de vagréta linjerna y = 3 + £) sa lange = befinner sig
inom ett visst avstand 0 > 0 fran 2 (dvs inom de lodréta linjerna
x=2+0). Hér ar ¢ (epsilon) givet men vi far anpassa § (delta)
efter €. Detta ar kdarnan i den formella definitionen av 316111{11 f(z) = L:

For varje ¢ > 0 finns det § >0 sda att L —e < f(z) < L+¢
sa lange a — 0 <z < a+ 6 och z # a.
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1.1 Definition och beradkning

Den formella definitionen, som vi inte kommer att studera
narmare, har fordelen att den inte anvander begreppen godtyckligt
ndra och tillrdackligt ndra, men om de begreppen forstas pa ett precist
sitt betyder dessa tva definitioner samma sak.

Exempel 1.1.2

I det inledande exemplet antyddes att

Detta kommer att kunna motiveras med att

A 1
T _ (=+ >M:x+1
z—1 r—T

nar x # 1, och det ar “tydligt” att = + 1 gar mot 2 da + — 1.

Vi aterkommer strax till varfor det ar tydligt. Det racker alltsa att
2 % 20

93;__11 = x + 1 nar x # 1 for att dra slutsatsen att de har samma

gransvarde da x — 1. Detta ar ett typiskt exempel pa hur vardet i
punkten 1 inte spelar nagon roll for gransvirdet da = — 1.

Den sista meningen i exemplet kan generaliseras till foljande sats, som
ar en konsekvens av sjalva definitionen.

Om f(z) = g(z) galler for alla z i ett intervall runt z = a, utom
mojligen i x = a, sa ar

lim f(x) = lim g(z).

Tr—a r—ra

r
.

Vi utnyttjar detta i nasta exempel.

Exempel 1.1.3

Vi har
11 2 x 2—z 9
. =— 5 . 9 T 9 . S . —x 1
lim 2—2 = lim 22—2% — |im —22— = lim —
=2 x — 2 =2 T — 2 =2 — 2 z=2x — 2 2¢

och eftersom det forsta braket ar lika med —1 da x # 2 sa ar detta
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1 Gransvarden och kontinuitet

lika med
. —1
lim —
x—2 21
och det ar “tydligt” att detta ar _411'

I definitionen av lim f(x) finns det en formulering om att x inte &r
T—a

lika med a. Observera att det innebar att vi bortser fran vad som
hénder da x = a. Vi utesluter inte att funktionen ar definierad da
r = a, men vi kraver inte att den ar det, och om den &r det staller vi
inte krav pa vad f(a) ska vara. Sadana krav kommer i definitionen
av kontinuitet langre ner.

Gransvarden behover inte alltid existera.

Exempel 1.1.5

Gransvardet

existerar inte (dvs &r inte definierat), eftersom det inte finns nagot

reellt tal L som x% narmar sig, hur nara 0 vi an tar x; detta beror

pa att m% vaxer bortom alla gréanser da x — 0.

I de tidigare exemplen har vi pastatt att vissa gransvirden ar tydliga.
Dessa ar konsekvenser av foljande tva satser.

For varje a € R galler

limC' = C och limx = a,
T—a r—ra

dar C' € R ar en konstant.

Bevis:
Att lim,_,, C' = (' innebér att C kan fas godtyckligt nara C' genom
att valja z tillrdckligt ndra a. Detta géller eftersom C' — C' = 0, sa
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1.1 Definition och beradkning

avstandet mellan C' och C' &r noll oavsett x. (Med den formella
definitionen sager grénsvérdet att for varje ¢ > 0 som vi far givet
kan vi hitta § > 0saatt C—e < C < C+esalingea—0 < z < a+94.
Detta ér sant eftersom C'— e < C' < C + ¢ alltid giller.)

Det andra gransvardet sager att x kan fas godtyckligt néira a
genom att vilja x tillrackligt néra a, vilket giller per definition.
(Med den formella definitionen: for varje givet ¢ > 0 kan vi vélja
0>0saatta—e <z <a+esalinge a — ) < x < a+ §; vilj bara
d=¢.)

Om
lim f(z) = L och lim g(x) = M,
Tr—a

Tr—a

sa galler foljande:
a) lim(f(x) + 9(2)) = lim /(&) + lm g(a) = L+ M.

b) lim(f(@) — (@) = lim f(z) ~ lim g(x) = L = M,

)
&) m(f(@) - g(@)) = lim f(@) - lim g(x) = LI,
Q) tim (f(x)/g(x)) = lim f(z)/ lim g(x) = L/M, om M #0,
e) }:I_I{(ll kf(zx) = k:}gri f(z) =kL, om k € R &r en konstant,

f) lim f(x)” = (lim f(x))n =L", om n € Z, och

g) lim {/f(x) = n/hm f(z) = /L, om /L &r definierat.

Tr—a

Bevis: For att bevisa denna sats behover man gransvardets formella
definition. Vi bevisar del a) pa detta sétt. Resonemanget ar teo-
retiskt och ingar inte i kursen; vi presenterar det for att tydliggora
att pastaendena kan harledas logiskt fran definitionen.

For att visa a), dvs att

lim(f(z) 4+ g(z)) = L+ M,

r—ra
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1 Gransvarden och kontinuitet

maste vi alltsa visa att for varje € > 0 sa kan vi hitta § > 0 sa att
L+M—-c<f(x)+glx)<L+M+¢

sa linge a — 0 < x < a + 0. Vi ska alltsa kunna hitta ett sadant ¢
for varje givet €. Lat darfor e vara givet.
Vi utgar fran att

lim f(z) = L och lim g(x) = M,

T—a z—a
sa vi vet per definition att
1. for varje €1 > 0 sa kan vi hitta §; > 0 sa att
L—e <f(r)<L+e
sa lange a — 01 < x < a + d1, och
2. for varje e5 > 0 sa kan vi hitta d; > 0 sa att
M —ey < g(z) < M+ ey
sa lange a — 0y < x < a + 5.
Eftersom vi kan gora detta for varje ¢ > 0 och for varje €5 > 0, kan

vi speciellt géra det for 1 = § och e, = § (ddr € var det som var

givet). Punkt 1.-2. innebér alltsa att vi kan hitta J; och dy sadana
att

19 g
L—- L+-=
2<f(x)< +2

sa lange a — 01 < x < a + d1, och
€ €
M — 5 < g(x) < M + 3
sa lange a — 09 < © < a + d5. Adderar vi dessa tva rader far vi

£ € g £
L—=4+M-= ) <L+=+M+-
5+ ST <J@) + (o) <L4 5+ M+

sa lange a — 61 <z < a+ 6, 0ocha—6d <z < a+d. Om vi
valjer 0 som det mindre av d; och d9, sa galler denna olikhet sa lange
a—0 <x<a-+9d. Men detta sager precis att

L+M—-c<f(x)+glx)<L+M+¢

sa lange a — § < x < a + 0, vilket ar definitionen av gransvardet vi
vill visa.
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1.1 Definition och beradkning

Med hjélp av dessa satser kan vi berdkna gransvarden for ett stort antal
funktioner.

Exempel 1.1.6

Vi har

po BVt 2+V2 8442
2 (t—1)(t+5) (2-1)E+5) 7

Exempel 1.1.7

Berakna

lim t

=01 -t -1+t
Losning. Har kan vi inte anvinda réknereglerna eftersom
namnaren gar mot noll. Aven téljaren gar mot noll, och det &r ok-
lart vad gransvardet blir. Ett anvandbart trick ar att forlanga med
kongugatet till ndmnaren, dvs namnaren med omvant tecken mellan
termerna, sa att konjugatregeln (a—b)(a+b) = a* —b? kan anvandas
for att forhoppningsvis forenkla braket:

t t(V1—t++v1+1)
VI—t—V1+t (WV1I—t—vV1+tH) (V1 —t+V1+1)
t(V1—t++1+1t)
VI—t — I+t
t(V1I—t++v1+1t)

1—1) - (1+1)

 HVI=E+VIFD
—2t

 (WI=t+VIFY)
—2

Dessa likheter géller da ¢ # 0 och paverkar darfor inte gransvardet.
I det sista uttrycket kan vi sétta in ¢ = 0 utan problem och fa
resultatet _%, sa gransvardet ar —1.

~

Vi avslutar med tva anvandbara samband som géller gransvérden.
Det forsta dr att om f och g &r tva funktioner som ar uppfyller f(x) <
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1 Gransvarden och kontinuitet

g(x) iett intervall runt a, men inte nédvandigtvis i a, och vi har lim f(z) =

rT—ra

L och lim g(z) = M, sa kan man visa att L < M.
Tr—a

Ett mer invecklat samband som dr mycket anvandbart ar foljande.

Antag att funktionerna f, g och h ar definierade och uppfyller f(z) <
g(x) < h(z) i ett intervall runt @, men inte nédvéndigtvis i a. Om
lim f(z) = L och lim h(x) = L, sa géller dven lim g(x) = L.

T—ra T—ra

Tr—a

Med andra ord séger satsen att om ¢(z) ar inklamd mellan tva funktioner
f(z) och h(zx), som bada gar mot samma L da x — a, sa gar g(z) tvunget
mot samma L. Detta illustreras av foljande bild.

n-o
U4

JI o J N N
i

e

JI oo 2
i

-0.2

Exempel 1.1.8

30

Beriikna lim 22 cos().
z—0 z

Losning. Eftersom cosinusfunktionen ar begransad mellan —1 och
1, sa géller
—1 <cos(:) <1

for alla 2 # 0. Multiplicerar vi 6verallt med den positiva faktorn z?
sa far vi
—z? < 2% cos(L) < 2.




1.1 Definition och beradkning

Eftersom bade —x? och x? gar mot 0 da x — 0, siger klimsatsen
att aven den inklamda funktionen gor det. Slutsatsen ar alltsa att
lim 22 cos(2) = 0. Det &r precis de funktionerna som visas i grafen

z—0
ovan.

Ensidiga gransvarden

Ibland &r man bara intresserad av vad f(z) gar mot da x — a fran ena
sidan. Darfor definierar man hogergransvarden och vanstergransvarden.

Definition 1.6

Om f(z) kan fas godtyckligt néra virdet L genom att ta x tillrackligt
nara och till hoger om a, sa sager vi att

f(z) gar mot L da x gar mot a fran hoger.
Med symboler skrivs detta som

lim f(x)= Leller f(x) — L.
z—at z—a™t

Om f(x) kan fas godtyckligt ndra virdet L genom att ta x
tillrackligt nara och till vanster om a, sa sdger vi att

f(x) gar mot L da x gar mot a fran vénster.
Med symboler skrivs detta som

lim f(xz)= Leller f(x) — L.

T—a— T—a—

Vi kallar lim+ (z) for ett hoégergransvirde och lim f(x) for ett
T—a Tr—a~

vanstergransviarde. Notationen + och — handlar alltsa om att vi gar
mot a fran hoéger (plus-sidan) respektive vénster (minus-sidan), och har
inget att gora med ifall a ar positivt eller negativt.

Vi har lim t3 = lim #3 = 8 medan lim #* = lim ¢® = —8.
t—2+ t—2— t——2t t——2—
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1 Gransvarden och kontinuitet

Exempel 1.1.10

Teckenfunktionen sgn : R\ {0} — R
definieras som sgn(z) = a7~ Med an-
dra ord ar sgn(z) = 1 om = > 0 och
sgn(z) = —1 om = < 0. (Funktio-
nen anger alltsa tecknet hos x; nam-
net kommer fran engelskans sign, dvs

tecken.) Hér géller alltsa

lim sgn(z) =1 och lim sgn(z) = —1.
z—0t z—0~

Det vanliga griansvéirdet lim f(z) kallas i detta sammanhang for ett
r—a
tvasidigt gransvarde, av naturliga skdl. For att det ska existera maste
de ensidiga gransvérdena dels existera var for sig, men ocksa vara lika med
varandra. Med andra ord galler foljande.

Det géller att lim f(z) = L om och endast om bade lim f(z) =L

T—a z—a™t

och lim f(z)= L.

r—a~

Teckenfunktionen saknar alltsa (tvasidigt) gransvéirde da x — 0.
Klamsatsen galler aven for ensidiga gransvarden. Vi lamnar det till
lasaren att formulera detta precist.

1.2 Oandligheten kommer in

Vi har hittills tittat pa vad det innebér att lim f(x) = L, dar bade a och
T—ra

L ar (dndliga) tal. Vi ska nu titta pa vad som hénder nér odndligheten
kommer in.

Oandliga gransvarden

Att griansvérdet lim f(z) existerar innebér att det &r lika med ett reellt
Tr—a

tal L. Gréansvérden kan misslyckas att existera pa olika satt. Till exempel
kan hoger- och vanstergransvirdena vara olika, som i Exempel 1.1.10. Ett
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1.2 Oandligheten kommer in

annat satt ar att funktionen véaxer storre an alla andliga tal, som i Exem-
pel 1.1.5. Detta senare beteende ar vanligt och vi vill ge det en sarskild
beteckning.

Definition 1.8

Antag att funktionen f &r definierad nédra z = a (dvs i ett intervall
runt a) men inte noédvandigtvis i a.

Om f(x) kan fas godtyckligt stort positivt genom att ta x
tillrackligt nara a, sa sdger vi att

f(z) gar mot oo da z gar mot a
och skriver detta som

lim f(z) = oo eller f(z) — oo.

T—a r—a

Om f(x) kan fas godtyckligt stort negativt genom att ta z
tillrackligt nara a, sa siger vi att

f(z) gar mot — oo da x gar mot a
och skriver detta som

lim f(z) = —oo eller f(x) — —o0.
T—a z—a

Vi har lim i — 00 och lim ——~— = — 0.
z—0 :172 rx—1 ((E — 1)2

Att lim f(x) = oo (eller —o0) innebér inte att gransvirdet existerar.
Tr—a

Gransvardet existerar fortfarande inte, men vi infor detta skrivsatt
eftersom det ar ett mycket speciellt och vanligt sétt for ett gransvarde
att inte existera. Man skiljer alltsa mellan tre fall: gransvardet exis-
terar, gransvardet existerar inte pga att funktionen gar mot oo eller
—o0, och att gransvardet inte existerar av andra skal. Ett exempel
pa det tredje fallet sag vi i Exempel 1.1.10.
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1 Gransvarden och kontinuitet

Pa samma sétt kan man tala om ensidiga gréansvéirden. Vi lamnar det

at lasaren att fylla i definitionen av lim+ f(z) = oo, lim f(z) = oo,
r—a Tr—a~

lim f(xz) =—o0 och lim f(z)=—o0

z—at z—a~

Exempel 1.2.3

1
Funktionen f(z) = — uppfyller lir(lgl+ f(z) = 00 och lim f(z) = —oo.
x r—

z—0~

-10 - 0 10

Detta visar ocksa att funktionen inte gar tvasidigt mot oo eller

—o0. Gransvardet ling)% existerar inte, men inte genom att det gar
T—

mot nagon oandlighet.

Gransvarden mot oandligheten

Lat oss ga tillbaka till funktionen i Exempel 1.2.3, men titta pa hur funk-
tionen beter sig for véldigt stora positiva (eller negativa) vérden pa x.
Funktionsvérdet 1/x verkar nirma sig 0 da x véxer allt storre. Att stud-
era funktioners beteende “Gver lang tid” (om man ténker sig = som tid) &r
viktigt 1 manga tillimpningar, och vi vill kunna séga sadant som att 1/x
gar mot 0 da x gar mot oandligheten. Detta motiverar foljande definition.

Definition 1.9

Om f ar definierad pa nagot intervall [b,00) och f(z) kan fas god-
tyckligt nara vardet L genom att ta x tillrackligt stort positivt, sa
sager vi att

f(z) gar mot L da x gar mot co.
Med symboler skrivs detta som

ILm f(x) =L eller f(r) — L.

T—r00
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1.2 Oandligheten kommer in

Om f &r definierad pa nagot intervall (—oo,b] och f(z) kan fas
godtyckligt nara vardet L genom att ta x tillrackligt stort negativt,
sa sager vi att

f(x) gar mot L da = gar mot — oo.
Med symboler skrivs detta som

lim f(z) = Leller f(x) — L.

T——00 T—r—00

Exempel 1.2.4

1
Diskussionen ovan kan sammanfattas med att lim — = 0 och
r—0o0 U
Iim — =0
T——00 U

Pa samma sétt kan man definiera lim f(x) = oo genom att f(z) kan fas
T—r00

godtyckligt stort positivt genom att ta x tillrackligt stort positivt. Defini-
tionerna av lim f(z) = —oo, lim f(z) = 0o och lim f(z) = —oo gors
Tr—00 Tr—r—00 T—>—00

pa liknande sétt.

Exempel 1.2.5

Berakna
. 20 +1 2241 o2t +1
a) lim b) lim ¢) lim
ro—co 2 4+ 00 L2 4 x z—oo 241

Losning. Nar z gar mot oo eller —oo ar vaxer hoga potenser av x
snabbare an laga potenser. De styr alltsa beteendet, sa vi bryter ut
den hogsta potensen i taljare och ndmnare.

2041 . z(241/x) _ (2+1/x)

li = ik Sl B e e
2) A e T AT 1) e 3T 1/2)

eftersom uttrycken inom parentes gar mot 2 resp. 1 medan x — —oc.

222 41 2(2 + 1/22 24+1/z2) 2
b) lim 22 L gy SCEHYT) o @FVE) 2,
go0 £2+x a—o0 x2(141/x) 290 (14+1/2) 1

223 4+ 1 3(2 4+ 1/ 24+ 1/22
O lim 22 Ly YD) 2@EE)

z—oo 241 T—00 :C2(1 + 1/33) T—00 (1 + 1/1’)
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1 Gransvarden och kontinuitet

Nér funktionen &r ett rationellt uttryck (en kvot mellan tva polynom)
sa styrs alltsa gransvérdet av de hogsta potenserna och deras koefficienter.

I allménhet behover beteendet da x — oo och x — —oo inte ha nagot
med varandra att gora.

Exempel 1.2.6

Berakna .
a) lim —— b) im —
z—00 4/ 12 +1 z——00 /2 +1

Losning. Vi bryter ut hogsta potens och far

i 7 %
V21 21 +1/22) Va2 1+ 1/22
och eftersom vx2? = |z| sa &r detta lika med

T 1
2| /T4 1/a2

Uttrycket innanfor roten gar mot 1 bade da  — oo och da x — —oo.
Notera dock att % = sgn(xz) =1 da z > 0 och o= sgn(x) = —1da

||
x < 0. Darfor blir gransvérdet i a) lika med 1 och grénsvérdet i b)
lika med —1.

Klamsatsen géller dven for gransviarden da z — oo och z — —oo. Det
ar en bra 6vning att formulera detta precist.

Asymptoter

Lat oss tolka dessa odndligheter geometriskt. I fallet da f(x) — L eller
T—r00
f(z) — L ndrmar sig funktionens graf den vagréta linjen y = L da z —

T——00
oo respektive z — —oo. En sadan linje kallas for en vagrdt eller horisontell

asymptot. En vagrat asymptot ar alltsa en vagrat linje som funktionen
foljer da x gar mot positiva eller negativa odndligheten. Pa samma sétt
talar man om en lodrdt eller vertikal asymptot x = a da funktionsvardet
gar mot oandligheten nir x gar mot a fran ena eller bada sidor.! Narmare
bestamt har vi foljande. I den vénstra figuren nedan ar y = 2 en vagrat

!Observera att x = a #r ekvationen for en linje: den lodrita linjen som skiir x-axeln i
punkten z = a.
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1.3 Kontinuitet

asymptot da x — oco. I den hogra figuren ar y = 0 en vagrat asymptot
bade da x — oo och da x — —oo, och x = 3 ar en lodréat asymptot.

20

Definition 1.10

Om lim f(z) = L sdger man att linjen y = L &r en vagrat eller
T—00
horisontell asymptot till kurvan y = f(z) da = — oo.
Om lim f(x) = L sdger man att linjen y = L &r en vagrat eller
T—r—00

horisontell asymptot till kurvan y = f(z) da © — —occ.
Man sager att linjen x = a ar en lodrat eller vertikal asymptot

till kurvan y = f(z) om minst ett av villkoren lim+ f(z) = oo,
r—a
lim f(z) = —o0, lim f(z)= o0 eller lim f(x) = —o0 &r uppfyllt.
r—a~ T—a~

z—at

Kurvan y = % har den horisontella asymptoten y = 0 da x — oo och
x — —oo och den vertikala asymptoten x = 0.

Vi aterkommer till asymptoter i Avstitt 2.12 néar vi skissar grafer.

1.3 Kontinuitet

Intuitivt tanker vi oss en kontinuerlig funktion som en funktion vars graf
man kan rita utan att lyfta pennan. Detta visar sig vara en konsekvens

av var definition av kontinuitet. Definitionen talar om vad det innebar att

vara kontinuerlig i en punkt a. Idén ar att funktionens varde i punkten,
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1 Gransvarden och kontinuitet

dvs f(a), ska vara precis det som f(x) ndrmar sig da x ndrmar sig a. Detta
eliminerar att funktionen t ex gor ett hopp i a. Med andra ord: genom
att ta x tillrickligt néra a sa kan vi fa f(x) hur néra f(a) vi vill. Detta
paminner om definitionen av gransvarden, och mycket riktigt:

Definition 1.11

Vi séiger att funktionen f &r kontinuerlig i a om lim f(z) = f(a).
r—a

Denna likhet rymmer tre villkor:

e lim f(z) ar definierat (dvs ar ett reellt tal),
Tr—a

e f(a) ar definierat (dvs a tillhor f:s definitionsméngd), och

e lim f(z) ar lika med f(a).

Tr—ra

Om funktionen inte ar kontinuerlig i a sdger vi att den ar diskontinuerlig i
a, eller att den har en diskontinuitet dar. Detta kan ske pa olika sétt.

Den vanstra funktionen f = sgn ar diskontinuerlig i 0 pga att varken
gransvirdet eller funktionsvardet dr definierat. Den mellersta funktionen
ar diskontinuerlig i 1 pga att funktionsvardet ar odefinierat. Den hogra
funktionen ar diskontinuerlig i 1 pga att funktionsvardet och gransvardet
ar olika.

Lat oss fordjupa oss mer i definitionen av kontinuitet. Att lim f(z) =
Tr—a

f(a) innebér, enligt gransvardets definition, att f(z) kan fas godty-

ckligt nara f(a) genom att ta x tillrackligt ndra a, eller med andra

ord att storleken pa avvikelsen f(z) — f(a) kan goras sa liten vi vill
genom att storleken pa skillnaden x — a gors tillrackligt liten. Att
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1.3 Kontinuitet

f ar kontinuerlig innebar alltsa att nar x bara skiljer sig lite fran a

sa skiljer sig vardet f(x) bara lite fran f(a). Detta kan vi gora mer

precist med den formella definitionen av gransvarden. Enligt den

betyder lim f(x) = f(a) att for varje (felmarginal) e > 0 finns det
r—a

ett avstand 6 > 0 sa att

fla)—e< f(z) < f(a)+e salinge a—d <z <a+d,
dvs
—e < f(x) — f(a) <e salinge —d <z —a <9,

eller med andra ord att avvikelsen i funktionsvardet kan hallas hur
liten vi vill (mindre &n vilket ¢ som helst) sa lange avstandet i 2-led
ar tillrackligt litet (mindre &n 0).

Man kan definiera ensidig kontinuitet genom att istallet anvanda ensidiga
gransvarden.

Definition 1.12

Funktionen f sdgs vara hogerkontinuerlig i a om lim+ f(z) = f(a)
r—a

och vansterkontinuerlig i « om lim f(x) = f(a).
T—a—

Om (och endast om) bada &r uppfyllda &r alltsa f kontinuerlig i a.

Ifall f bara ar definierad pa ena sidan om a, sdger man att f ar
kontinuerlig i @ om den ar kontinuerlig fran den sida som funktionen
ar definierad pa. Till exempel ar f(z) = \/x kontinuerlig i 0, eftersom
den ar kontinuerlig fran den enda sida som den ar definierad pa.
Detta ar en praktisk konvention.

Exempel 1.3.2

Heavisidefunktionen H definieras som

H(z) = {
Alltsa ér lim H(z) =1 = H(0) men lim H(x) = 0 # H(0). Den

z—0t xz—0~

1 omz>0
0 omuz<0
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1 Gransvarden och kontinuitet

ar darfor hogerkontinuerlig, men inte vansterkontinuerlig, i 0.

Vi har talat om kontinuitet i en punkt, dvs lokalt. Ofta &r man in-
tresserad av kontinuitet i mer global bemarkelse.

Definition 1.13

Vi sager att funktionen f ar kontinuerlig pa ett intervall I om
den ar kontinuerlig i varje punkt pa intervallet. Vi siager att f ar en
kontinuerlig funktion, eller, kortfattat, att f ar kontinuerlig,
om den ar kontinuerlig pa hela sin definitionsméngd.

Exempel 1.3.3

Funktionen f(z) = +/z &r en kontinuerlig funktion: fran
raknereglerna for gransvirden foljer det att lim /z = /a for alla

r—a
a > 0. For a = 0 maste vi ta gransvardet enbart fran hoger, vilket

riacker enligt foregaende anmarkning.

Exempel 1.3.4

Funktionen g(z) = 1 &r inte kontinuerlig i 0, eftersom den inte ér

definierad dar. Fran raknereglerna for gransvérden foljer det att g ar
kontinuerlig 6verallt utom i 0. Den &r déarfor en kontinuerlig funktion
(1), eftersom den &r kontinuerlig pa hela sin definitionsméngd.

Manga funktioner ar kontinuerliga, enligt féljande sats.

Foljande funktioner ar kontinuerliga:
e polynom

e rationella funktioner (dvs kvoter av polynom)
e funktionen f(z) =z dir m,n € Z
e absolutbeloppsfunktionen, och

e de trigonometriska funktionerna sin, cos och tan.
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1.3 Kontinuitet

Bevis: Man kan hérleda detta (utom for de trigonometriska funk-
tionerna) fran riknereglerna for gransvarden (Sats 1.4). Vi gor detta
for absolutbeloppet genom att notera att |z| = Va2, sa

/ 2
lim || = lim V2?2 =, /lim 22 = (lim :17) =Va? = |a
T—a T—a T—a T—a

dar vi anvande gransvérdet lim z = a fran Sats 1.3. Vi utelamnar
Tr—a

beviset for de trigonometriska funktionerna.

Men detta ar inte allt! Nésta sats sdger att vi kan kombinera kontin-
uerliga funktioner for att fa (nya) kontinuerliga funktioner.

Om f och g &r tva funktioner som ar kontinuerliga i a, sa ar dven
f+g, f—g, f-goch f/g (om g(a) # 0) kontinuerligaia. Om k € R
ar en konstant sa ar aven kf kontinuerlig i a.

Aven denna sats kan bevisas utifran Sats 1.4.

Funktionen f(z) = xsinz + 3z% cos x ar kontinuerlig 6verallt pa R.

Exempel 1.3.6

Funktionen f : R — R definieras av

cr? — 1 om r < 2
flx)=< d om z =2
sgn(z —2) om x > 2

dar ¢ och d ar reella konstanter. For vilka varden pa ¢ och d ar f
kontinuerlig 6verallt?

Losning. Funktionen ar kontinuerlig pa intervallet (—oo, 2) efter-
som kz? — 1 ar kontinuerlig 6verallt, oavsett vad k dr. Funktionen
ar aven kontinuerlig pa (2, 00) eftersom sgn(z — 2) ar konstant 1 pa
detta intervall. Det aterstar att verifiera att den ar kontinuerlig i
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1 Gransvarden och kontinuitet

just 2. Vi har

lim f(z)= lim sgn(z —2) =1,
z—2+1

r—21

lim f(r) = lim cx® — 1 =4c—1,
T2~ T—2~
och [(2) = d. Darfor ar f kontinuerlig i 2 om och endast om

l=4c—-1=d

vilket ar uppfyllt om och endast om ¢ = % och d=1.

Om f &ar kontinuerlig i a, och g &r kontinuerlig i f(a), sa ar sam-
manséttningen g o f kontinuerlig i a.

Beviset ar intressant.

Bevis: Att f ar kontinuerlig i a betyder per definition att

lim f(x) = f(a),
det vill séga att f(z) — f(a) da © — a. Att g &r kontinuerlig i f(a)
betyder pa samma sitt att g(y) — g(f(a)) da y — f(a).

Vi kombinerar dessa tva samband genom att lata y = f(z). Nér
x — asagar f(xr) — f(a) pa grund av att f &r kontinuerlig i a, och
da gar g(f(x)) — ¢g(f(a)) pa grund av att g ar kontinuerlig i f(a).
Men detta sager precis att

lim g(f(z)) = g(f(a)),

T—a

det vill saga
lim g o f(z) = go f(a),

T—a

vilket skulle visas.
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1.3 Kontinuitet

Funktionen f(z) = (22 + 1)'/3 &r kontinuerlig 6verallt pa R.

Kontinuerliga funktioner pa slutna begransade
intervall

Kontinuerliga funktioner pa slutna och begransade intervall har sarskilt
bra egenskaper. Att ett intervall ar begransat betyder att det ar andligt
langt, och att det ar slutet betyder att dndpunkterna ingar. Ett sadant
intervall ar alltsa pa formen |a, b], dér a,b € R.

Om f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b, sa antar den ett storsta och
ett minsta virde pa intervallet, dvs det finns en punkt M € [a, b
sadan att f(M) > f(z) for alla x € [a,b], och en punkt m € [a,b]
sadan att f(m) < f(z) for alla z € [a, b].

\. J

Vardet f(M) &r alltsa storst bland alla mojliga vérden som f(x) &r pa in-
tervallet, och kallas for ett globalt eller absolut maximum. Pa motsvarande
satt ar f(m) det minsta varde som f antar pa intervallet, och kallas for
ett globalt eller absolut minimum. Observera att en funktion kan anta sitt
globala maximum (och global minimum) i flera punkter.

Orden globalt och absolut ska ses in kontrast mot lokala maxima och
mimima, dvs varden som ar storst eller minst pa en del av definitionsmangden.
Mer precist har vi foljande.

Definition 1.18

Vi sager att en funktion f har ett globalt eller absolut maximum
i punkten =y om f(zg) > f(x) for alla x € Dy, och att f har ett
globalt eller absolut minimum i punkten zo om f(zq) < f(x) for
alla x € Dy.

(Kom ihag att Dy ar definitionsméngden till f.)

Vi sdager att en funktion f har ett lokalt maximum i punkten z,
om f(xg) > f(z) for alla x € Dy inom nagot avstand d till zy, och
att f har ett lokalt minimum i punkten zq om f(zo) < f(x) for
alla z € Dy inom nagot avstand d till z.

Den punkt xg déar funktionen har ett globalt maximum kallas for
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1 Gransvarden och kontinuitet

en global maximipunkt eller global maxpunkt. Pa liknande sétt
definieras begreppen lokal max(imi)punkt samt lokal och global

min (imi)punkt.
Exempel 1.3.8
Funktionen f(z) = z* pa intervallet

[—1, 2] har ett globalt minumum iz = 0
och ett globalt maximum i z = 2.

Om intervallet hade varit [—1,2)
hade det inte funnits nagon max- 2
imipunkt; f(x) kommer allt nérmare
4 ju narmare x kommer till 2, men
det finns inget storsta varde som an-
tas pa intervallet. Detta visar att det
ar nodvandigt att intervallet ar slutet.

Om istéllet intervallet hade varit [—1, c0) hade det inte heller fun-
nits nagon maximipunkt; f(z) vaxer allt storre ju storre x &r, och
det finns inget storsta varde som antas pa intervallet. Detta visar
att det ar nodvandigt att intervallet ar begransat.

Funktionen g(z) = 1 saknar max- och minpunkt pa intervallet
[—1, 2], eftersom funktionen gar mot +oo pa intervallet. Detta visar
att f maste vara kontinuerlig pa hela intervallet.

Betrakta h(z) = sinx pa intervallet [0, 47]. Den har maximipunk-
terna 7 och %’T, och minimipunkterna 37” och %’T Detta ar inget
problem: satsen sédger inte att max- eller minpunkten maste vara
unika.

Beviset till satsen ar nagot invecklat och vi hoppar 6ver det. En kon-
sekvens av satsen ar att en kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall &r
begransad, dvs gar inte mot oo eller —oo, eftersom detta skulle strida
mot att den antar ett storsta och minsta varde.

Vi avslutar med en sats som, sa att siga, fangar essensen av kontinuerliga
funktioner, och i princip sager att deras graf kan ritas utan att lyfta pennan.

Antag att f ar kontinuerlig pa intervallet [a,b]. For varje y mellan
f(a) och f(b) finns det x € [a,b] sa att f(z) =y.
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1.3 Kontinuitet

Funktionen gor alltsa inga hopp utan antar varje virden y mellan f(a)
och f(b) minst en gang. For att uppskatta vikten av detta kan vi titta pa
vad som hander om f inte ar kontinuerlig. Heavisidefunktionen H é&r till
exempel inte kontinuerlig pa intervallet [—1,1]. Den uppfyller H(—1) =0
och H(1) = 1, men det finns ingen punkt x € [—1,1] dér exempelvis
H(z)=3.

Exempel 1.3.9

Visa att ekvationen 3

[1,2].

Losning. Funktionen f(z) = z°—z—1 ar kontinuerlig och uppfyller
f(1) = =1 och f(2) = 5. Eftersom 0 ligger mellan —1 och 5 sa
foljer det fran Satsen om mellanliggande virden att f(x) = 0 for
nagot = € [1,2]. Alltsa finns det minst en 16sning = € [1,2] till
z2—x—1=0.

—x—1 = 0 har minst en l6sning pa intervallet

3
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2 Derivatan

Vi har nu verktygen som behdovs for att kunna definiera och studera derivatan
av en funktion. Det visar sig att derivatan, som &r ett matt pa hur snabbt
en funktion forandras, sager mycket om funktionen. Med hjalp av derivatan
kan man dessutom fa noggranna approximationer av manga funktioner,
som anvands inte minst nar datorer ska behandla funktioner.

2.1 Derivatan som koncept

Fran idé till definition

Om vi har en funktion f definierad pa ett intervall runt punkten
g € R, sa vill vi kunna tala om funktionens forandringshastighet i
punkten xq. Vi ska nu komma fram till en rimlig definition av detta,
som ocksa gar att rdkna med.

Vi bérjar med att undersoka hur snabbt funktionen forédndras nér vari-
abeln &ndras litegrann. I punkten xy dr funktionsvérdet f(zg), och i punk-
ten x = x¢ + h ar funktionsvérdet f(z) = f(xzo + h). Har ténker vi oss z
néra xg, dvs h ar ett litet (positivt eller negativt) steg. Forandringen &r

Ay = f(z) = f(a) = f(zo + h) — f(a)
medan forandringen i x ar
Ax = (xg+h)—x0="h
sa den genomsnittliga fordndringshastigheten ges av den sa kallade differ-

enskvoten
Ay f(xo+h) — f(xo)
Ax h '
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2 Derivatan

Exempel 2.1.1

Om f(x) = 22, sa far vi
Ay = f(zo+h)—f(z0) = (vo+h)’—z) = 23+220h+h*—2] = 230h+h?
. Ay _ 2woh +

Az h
Om exempelvis xy = 3 sa blir detta 6 + h.

= 2$0+h

Eftersom vi vill tala om forandringshastigheten i punkten xy och inte
mellan xq och g + h, sa vill vi lata h vara mycket litet. I exemplet ser vi
att om h ar mycket litet, sa ar % ~ 2x9, som ar ett reellt tal. Med hjalp
av gransvarden kan vi gora det mer precist: 2z¢ + h gar mot 2xg da h gar

mot 0.

Ett annat satt att tanka pa detta ar foljande: om vi kénner till
funktionens vérde i xg sa kan vi uttrycka vardet i x = x¢ + h som

f(@) = 2% = (w0 + h)? = 22 4 2xoh + A2 = 22 + h(2z0 + ).

Detta tolkar vi som att nér vi gar h steg fran z, sa andras funk-
tionsvardet med en faktor ganger h. Den faktorn ar 2zy + h, och
for mycket sma h ar detta ungefar lika med 2z(. Detta ar grunden i
vara approximationer, som vi aterkommer till i kapitel 2.14 och 2.15

J

I allménhet ar det alltsa rimligt att definiera forandringshastigheten i

punkten xy som lim %. Eftersom det ar ett gransvarde maste vi reservera
h—0

oss for det fall att det inte dr definierat.

Definition 2.1

Vi sager att funktionen f ar deriverbar i xy om gransvardet

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

existerar. I sa fall kallar vi detta grénsvérde for derivatan av f i
xo och betecknar det som f'(zg).



2.1 Derivatan som koncept

Vi har alltsa

() = lim f(zo+h) — f(xo) — lim f(z) — f(x0)

h—0 T—T0 T — Tg

dar x = xg + h.

Observera att i gransvérdet gar h mot 0, medan x, sa att saga “star
still”. T gransvarden med flera obekanta &ar det alltid viktigt att halla
reda pa vad som ror sig och vad som inte gor det.

Vi kan nu gora forra exemplet mer precist. For f(z) = 22 giller
f'(zg) = 2z, sa exempelvis ar f'(3) = 6.

Exempel 2.1.5

Betrakta funktionen g(z) = x. Derivatan i en allmén punkt zq r

vy gl@o+h) — g(xo)
g'(w0) = ilzlgtl)  h—0 h a0 h

Exempel 2.1.6

Betrakta funktionen f(z) = |x|. Derivatan i 0 ar

. f(OO+h)—f(0) .. |[04+h|—]0] .. [|h|
b = = _— _—
f<0)_fl£>% h = h oo b

Men % = sgn(h) uppfyller

hlir& sgn(h) =1 och hli{(l)l* sgn(h) = —1.
enligt Exempel 1.1.10. Gransvérdet existerar alltsa inte, och f(z) =
|z| &r inte deriverbar i 0. Déaremot &r den deriverbar i alla andra
punkter: om zy > 0 sa ar |z| = x pa bada sidor om zg, och derivatan
ar 1 enligt forra exemplet. Pa samma sitt kan man visa (gor det!)
att derivatan i xg < 0 ar -1.
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2 Derivatan

Exemplet ovan ar anledningen till att man talar om hogerderivata och
vansterderivata, som definieras med hjalp av hogergransvérde och vanster-
gransvarde, dvs som

respektive lim
h—0—

lim £

(zo+h)—f(=o0)
h—0t+ h

f(zo+h)—f(z0)
h

Y

men vi kommer inte att anvanda dessa sa ofta i denna kurs.

Geometrisk tolkning: tangentlinjen

Differenskvoten % har en geometrisk tolkning som lutningen hos den linje
som gar igenom punkterna (zg, f(zg)) och (z¢ + h, f(xo + h)). Den andra
punkten narmar sig den forsta da h narmar sig 0. I gransvardet h — 0
har linjen 6vergatt i en linje som tangerar kurvan i punkten (zo, f(z¢)). Vi
illustrerar detta for funktionen f(z) = z* och punkten zy = 3 i bildserien
nedan. I den forsta figuren ar h = —2, i den andra ar h = —1, och i den

/. / . a

/ 4
0 / 0 2 2 ) / 2 7
sista figuren har vi tagit gransvardet, sa att linjen har riktningskoefficienten

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

som ju ar 6 enligt Exempel 2.1.4. Detta tar vi som allmén definition
av tangentlinjen hos till kurvan y = f(z) i en punkt dar funktionen &r
deriverbar.

Definition 2.2

Tangentlinjen till y = f(z) i z( ar den linje som gar genom punk-
ten (o, f(zo)) och har riktningskoefficienten
i £ @0+ h}z — f(@0)

h—0
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2.1 Derivatan som koncept

om gransvardet existerar.

Exempel 2.1.7

Tangentlinjen till y = 2% i = 3 gar igenom punkten (3,9) och har,
enligt ovan, riktningskoefficient 6. Linjens ekvation pa enpunktsform
blir (y — 9) = 6(x — 3), vilket &r ekvivalent med y = 6(z —3) +9 =
6z — 9.

Exempel 2.1.8

Lat f(z) = x3. Vi berdiknar lutningen av tangenten i 0 och far

i ORS00 emi—0b b

h—0 h h—0 h0 h ho0 B3

Eftersom h3 = (h3)2 > 0 och gar | | | |5
mot 0 da h — 0, gar denna kvot mot
oandligheten. Gransvardet existerar
alltsa inte, utan ar oco. Detta sdger
att funktionen inte ar deriverbar. Ge-
ometriskt innebar en “oandlig lutning”
att tangenten ar vertikal, vilket svarar
mot vad figuren till hoger visar. Tan-
genten i 0 verkar alltsa vara y-axeln, L5
dvs linjen z = 0.

Det forra exemplet inspirerar till foljande.

Om
lim f(zo + h) — f(z0) — oo eller lim f(zo + h) — f(z0) e
h—0 h h—0 h

sdger vi att tangenten till y = f(x) i zy &r vertikal. Den har da

ekvationen z = zy. Om griansvardet misslyckas med att existera pa
nagot annat sitt sdger vi att kurvan y = f(x) saknar tangent i x.
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2 Derivatan

Exempel 2.1.10

Ett klassiskt exempel pa en funktion som sak-
nar en tangent i en punkt ar f(x) = |x| i punk-
ten 0. Detta foljer fran Exempel 2.1.6. T fig-
uren ser vi att grafen har ett “horn” i origo, pa
sa satt att lutningen om man narmar sig fran
hoger ar 1 och fran vanster -1. Darfor ar det
rimligt att vi inte kan tala om en valdefinierad
tangent i origo.

Kontinuerlig vs. deriverbar

Vi har nu tva egenskaper som en funktion f kan ha — eller inte ha — i en
viss punkt zo. A ena sidan kan f vara kontinuerlig dér, vilket innebér att

lim f(z) = f(zo).

T—T0

A andra sidan kan f vara deriverbar dir, vilket enligt omskrivningen efter
definitionen innebar att

o @) = flaw)

T—x0 T — LEO

existerar.

Vi vet ocksa att f(x) = |x| &r kontinuerlig i 0, men inte deriverbar i 0, sa
att vara kontinuerlig ar inte en garanti for att vara deriverbar. Galler det
omvanda? Ar det alltsa sa att deriverbarhet ér en garanti for kontinuitet?
Svaret ar ja, enligt foljande.

Om f ar deriverbar i xg, sa ar den kontinuerlig i x.

Bevis: Vi utgar alltsa fran att

o @) = flwo)

T—rx0 T — xo

existerar
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2.1 Derivatan som koncept

och vill visa att lim f(z) = f(zo), dvs att lim f(z) — f(x¢) = 0.

Vi skriver om f (;)_@ f(zg) som o
f(x) — f(xo)
f(@) = f(xo) = T — zo (z — x0)
Men da ar
tim o) = o) = i (FE=T )

Gréansvirdet av den forsta faktorn &r derivatan f'(xg), som vi har
antagit existerar (och alltsa &r ett &ndligt tal), medan gransvérdet
av  — xo ar 0. Grénsvérdet av produkten ar darfor f'(xy) -0 =0,
sa li_>m f(z) — f(xg) = 0, vilket &r precis vad som skulle visas.

T—xT0

Derivatan som funktion

I Exempel 2.1.1 sag vi att f(z) = 22 har derivatan f’(zy) = 2z¢. Derivatan
beror alltsa pa vad xg ar, dvs ar en funktion av xo. Om vi kallar punkten
for x istallet for xy syns detta tydligare. Vi far alltsa derivatan av f med
avseende pa x

o) — i D) = @)

h—0 h

som ar definierad overallt dar f ar deriverbar. En annan beteckning for
f(x) ar %. Om y = f(z) skriver man dven y eller 2. Observera att %
och % inte ar brak utan symboler inspirerade av det faktum att

dy ’ Ay
dr AnSo Az’

Ibland skriver man % som % f; symbolen % betyder alltsa “derivatan med

avseende pa x av”, och % betyder “derivatan med avseende pa x av f”.
Denna notation kallas for Leibniznotation; Isaac Newton och Gottfried
Leibniz anses vara de som gav upphov till analysen, dvs kalkylen med
derivator och integraler i slutet av 1600-talet.
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2 Derivatan

Exempel 2.1.11

Om en partikel fardas langs en axel och s(t) definieras som positionen
hos partikeln vid tiden t, sa &r % den momentana hastigheten av
partikeln vid tiden ¢, eftersom detta &ar precis forandringshastigheten
av positionen. Detta ar alltsa gransvardet da Az — 0 av %, som ju

ar medelhastigheten under tiden At.

2.2 Grundlaggande exempel och
deriveringsregler

Grundlaggande derivator

Vi ska nu ta fram formler fér derivatan av grundliggande funktioner.
Manga funktioner kan fas som kombinationer av dessa, och darfor ar det
bra att ha regler for att derivera sadana kombinationer (summor, produk-
ter, kvoter osv). Detta gor vi i slutet av detta avsnitt.

Néar man deriverar berdknar man derivatan, som ar ett gransvéarde.
Funktionen behover darfor vara definierad pa bada sidor om punkten
man ar intresserad av, men det spelar ingen roll hur funktionen ser
ut langt bort fran punkten. N&r vi nu réknar ut f'(z) for olika
funktioner, utgaende fran ett uttryck (en formel) for f(z), kommer
vi alltsa alltid att anta att f ar definierad av detta uttryck i ett
intervall (a,b) déar x ingar. Ofta &r f definierad pa hela R, men vi
ar nojda sa lange den ar definierad i ett litet intervall. Att vi tar ett
oppet intervall (a,b), dvs utan d&ndpunkter, ar for att garantera att
x sjalv inte ar en andpunkt, sa att funktionen ar definierad pa bada
sidor om .

Vi har redan sett att %x =1 (dvs att f(z) = z uppfyller f'(z) = 1)

och a2 = 2z for alla € R. For konstanta funktioner f(z) = C géller

f'(xz) =0, eftersom
flz+h)— f(x) c-c .. 0

/ 1 - 1M - — —_ =
L A

Vi ska harleda en allméan formel for %x”, dar n ar ett positivt heltal,
och sd smaningom utvidga detta till mer allménna n. Vi borjar med 23
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2.2 Grundlaggande exempel och deriveringsregler

om f(z) =123 sd ar f(z +h) = (z + h)3, och binomialsatsen ger

(x+h)? =2+ 32°h + 3zh* + h*
och
fx+h)— fx) 2+ 32%h+3zh® + 1> — 7
h B h
Notera hur termerna utan h tog ut varandra, och divisionen med h ldmnade
kvar en term utan h. Resten av termerna gar mot 0 da h — 0, och
gransvirdet, dvs derivatan, blir f'(z) = 3z2.

Precis samma sak kommer att hinda med f(z) = 2™ dér n ar ett positivt
heltal: binomialsatsen! ger

f+h)— fz) 2 +h2(..) ="
h h

= 322 + 3zh + h2.

:nxn_1+ ()h

som gar mot f'(z) = na™ ' da h — 0. Vi har alltsa %x” = na" ! for varje
x € R.

Specialfallen da n ar 1, 2 eller 3 har vi redan sett ovan. Vi kommer
senare att utvidga denna sats till att gilla alla reella n. Specialfallet
n = 1, dvs funktionen f(z) = z'? = /z, tar vi dock separat redan
hér; gransvardesberdkningen ar av en typ vi redan sett.

Exempel 2.2.2

Lat f(x) = y/x. For varje x > 0 har vi
i JEEN =10y, YITT =

h—0 h h—0
o T R TR+ )
0 (VT ht Vo)

S5 0 =77

I
h0 h(Vz + h+ /x)

1 1 1
m == = s
=0T Fh4 VeV 2y

'Kom ihag att den siger att

(z+h)" =z" +naz"‘h+ (;L) 2V 4+ <n ﬁ 1) xh™ 1 4 B,
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2 Derivatan

. d 1
sa —\/x =

dx 2\/x’

Vi sammanfattar det vi vet sahéar langt.

Féljande funktioner ar deriverbara pa foljande omraden med féljande

derivator
f(z) | f'(x) | deriverbar da

konstant 0 reR

" (neN) |nz" ! | zeR

V| — |z>0

|z| | sgnz | x #0

Deriveringsregler

Manga funktioner fas genom att kombinera enklare funktioner genom att
addera, subtrahera, skala om, multiplicera och dividera dem. Istéllet for att
anvanda derivatans definition varje gang, ar det praktiskt att ha deriver-
ingsregler for sadana kombinationer av funktioner. Dessa regler hérleds,
en gang for alla, fran derivatans definition. Vi borjar med derivatan av
summor, differenser och omskalningar.

Om f och g ar deriverbara i x, sa ar f + g, f — g och kf ocksa det
(dér k € R &r en konstant), och

a) (f+9)(x) = f(x) +d(2),
b) (f = g)'(x) = f'(x) — g'(x),
c) (kf)(z) =k f'(x).

Beviset ar en bra 6vning pa definitionen.
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2.2 Grundlaggande exempel och deriveringsregler

Vi har

d . B |
@(Ew—i—x — VT +3)=5+7 NG

For produkter och kvoter fungerar det inte pa samma satt. Att derivatan
av f(z)g(x) 1 allménhet inte ar f'(x)¢’(x) ser man t ex om f(x) = 1 och
g(x) = x: derivatan av produkten dr 1, medan produkten av derivatorna
ar 0. Istallet har vi féljande.

Om f och g ar deriverbara i z, sa ar f - g ocksa det, och

(f-9)(z) = f(z)g(z) + f(2)g (z).

Bevis: Vi utgar fran definitionen, men med ett trick: vi adderar
och subtraherar termen f(z)g(x+ h) i tdljaren nedan. Per definition
ar (f - g)'(x) lika med

o L@ Wg(e £ b) = f(a)g(a)

o e Rgle AR @ )+ (gl 4 B)  [()e)
—0 h
i U h) = £+ h) + F@) g+ ) — gla)

Vi kénner igen differenskvoterna fér f och g. Eftersom f och g ar
deriverbara i x gar den forsta kvoten mot f’(x) och den andra mot
g'(z). Att g ar deriverbar medfor att den ar kontinuerlig i x enligt
sats 2.3, vilket innebér att g(z + h) — g(x) da h — 0. Ovanstaende
ar darfor lika med

f'(@)g(z) + f(z)g'(x),

vilket skulle visas.
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2 Derivatan

Exempel 2.2.4

Vi har

(@ VE) = (32 + DVE ()

Med hjalp av produktregeln kan man steg for steg derivera produkter
av fler &n tva faktorer. T ex har vi

(fgh) = f'(gh)+ f(gh) = f'gh+ f(g'h+gh') = f'gh+ fg'h+ fgh'.

For att komma till en regel for derivatan av en kvot, gor vi forst ett
mellansteg som ar intressant i sig: derivatan en kvot med taljare 1.

Om g &r deriverbar i x och g(x) # 0, sa ar
i(l)__ﬂ@
dz \ g(z) g(x)*

Bevis: Vi bevisar satsen under antagandet att inte bara g(z) # 0,

utan dven g(z + h) # 0 for 4+ h néra x, dvs for h inom nagot

intervall kring 0, sa att vi kan dela med g(xz + h). Man kan anpassa

argumentet for att visa satsen i allmanhet, men vi utelamnar det.
Per definition ar

d (1 ez e
——] = lim &/ 92
dx T =0 h
() - o(&) = gl + )
h—0 hg(z + h)g(x)
(R 1
h=0 h g(xz+h)g(x) )’

och pa samma sétt som i forra beviset gar den forsta kvoten mot
g'(z) och g(x + h) mot g(x). Detta ger den 6nskade formeln for
derivatan.




2.2 Grundlaggande exempel och deriveringsregler

Exempel 2.2.6

Som en tillampning av denna sats kan vi derivera negativa potenser
av z. Om n < 0 giller n = —m, dar m ar positivt. Da vet vi
sedan tidigare att derivatan av 2™ ar ma™ !, och satsen ovan kan
anvindas sa att

d d _ d 1 ma™

n m
—g"=—g "= ——==— = —ma™ ™" = —mx
dx dx s 45 (xm)?

Eftersom —m = n sa ar detta precis na"~!. Slutsatsen blir att
derivatan av z" ges av samma formel vare sig n ar positivt eller
negativt. Om n < 0 &r dock 2" inte definierad i 0, och dérfor forstas
inte heller deriverbar dar.

For att derivera en allmén kvot f(x)/g(x) kan vi skriva kvoten som en
produkt:

flx 1
)y
g(x) g(x)
Kombinerar vi produktregeln med den senaste satsen far vi derivatan av
detta till

f’<as>i+f<x)< 1)) _ fg’g)u fo) =9 @)

och forlanger vi det forsta braket med g(x) och skriver pa gemensam
namnare sa har vi bevisat foljande.

Om f och g ar deriverbara i z, och g(x) # 0, sa ar

d fla) _ f2)9(z) - f(2)g'(z)

dx g(x) g(x)?

Vi har

d 2 +1  22(2® + 5x) — (2° +1)(32* + 5)
dr 23 + 5z (23 4 5x)?
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2 Derivatan

Kedjeregeln

Vad ar derivatan av v/z* 4+ 17 Detta dr en sammansatt funktion, pa formen
fog(x) = f(g(x)). Derivatan av sadana funktioner kan berdknas med hjalp
av kedjeregeln.

Om g &r deriverbar i x och f &r deriverbar i g(x), sa &r go f deriverbar
ix, och

< o) = (o)) (2).

Funktionen f ar den yttre funktionen i sammansattningen, och darfor
kallas f'(g(z)) for den yttre derivatan. Funktionen g &r den inre funktionen
och dérfor kallas ¢'(x) for den inre derivatan. Observera att derivatan
av den sammansatta funktionen f o g alltsa ar en produkt av den yttre
derivatan och den inre derivatan.

Exempel 2.2.8

Vi gar tillbaka till v/2* + 1, som vi kan tdnka pa som en sammansatt

funktion f(g(z)) dar g(x) = 2*+ 1 och f(z) = \/z, sa att f(g(z)) =
vzt + 1. Med andra ord ar f funktionen 4/ .

1
Eftersom f'(x) = —= sa &r

Ve

f(g(@)) !

1
C2/g(@) 2Vt

och ¢'(z) = 423. Enligt kedjeregeln blir darfor

d

3
4 AT 3 2x

1
dx 20t +1 Vit +1

Beviset till kedjeregeln ar en gedigen 6vning i anvandningen av defini-
tioner. Vi utelamnar det har.

I en sammansatt funktion f o g ar resultatet beroende av variabeln
i tva steg: f beror av g som beror av x. Om g¢:s beroende av x
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2.2 Grundlaggande exempel och deriveringsregler

forandras och f:s beroende av g(x) samtidigt fordndras (sdg att den
ena fordubblas och den andra trefaldigas), sa &r multipliceras dessa
effekter for att ge den totala fordndringen (i exemplet sexfaldigas
resultatet). Eftersom derivatan ar foréndringshastigheten &r det
darfor rimligt att den totala forandringshastigheten ar produkten
av f'(g(z)) (hur snabbt f &ndras som funktion av g(z)) och ¢'(x)
(hur snabbt g dndras som funktion av z).

Ett annat sitt att se pa kedjeregeln ar som foljer. Satt u = g(z) och

d
y = f(g(x)). Den inre derivatan ar da ¢'(x) = —u, medan den yttre

dz
d
derivatan ar f'(g(z)) = f'(u) = d_y Derivatan av f med avseende pa x ar
u
da Z—y Kedjeregeln siager da att
x
dy dydu
dr  dudz’

Exempel 2.2.9

Vi aterbesoker exemplet med v/a% + 1 och sitter alltsa u = x* + 1
och y = Va* + 1, sa alltsa y = /u. Da ar

@_ 1 du

— —— och — — 443
du  2\/u N g T
sa kedjeregeln ger
d 1 1 223
_y:@d_u:_4x3:—4$3:L
de  dudr 2y/u Wt +1 i+ 1

precis som forut.

Det &r upp till situationen (och ens personliga smak) vilket av de
tva notationerna man valjer: Newtons med f’, ¢’ osv, eller Leibniz
med Z—gyc osv. Fordelen med Leibniznotationen ar att kedjeregeln da
ser ut som en brakforkortning. Kom dock ihag att j—g, Z—z och ‘;—Z inte
ar brak utan bara symboler. De ar forvisso gransvarden av braken
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2 Derivatan

%, % och %, sa man kan saga att kedjeregeln ar “gransvérdet av
brakforlangningen
Ay Ay Au
Az Aulz
da Az — 0”.
Exempel 2.2.11
Berékl}ia d
— (83 + 2t)7 b) —+/(z? 443
) 5+ 20), ) TR
Losning.

a) Vi ser detta som en sammansatt funktion f(g(t)) dar
g(t) = t* + 2t. Kedjeregeln ger

d
(t* 4+ 2t) = 7(> + 2t)5(3t* + 2).

d
—(#+2t)" = 7(t* + 2t>6ﬂ

dt

b) Har far vi anvinda kedjeregeln upprepade ganger:

d 1 d
—/ (@24 2)*r+3 = — (2% + x)*
dx ( ) 24/ (22 +x)4+3d:c( )
1
- 12 + 2L (a2 1 )
2/(x2+x)* +3 dx

1
= 4(x? + )32z + 1).
N e e AR

Efter forenkling far vi alltsa att derivatan &ar

2(z% + 1)3(2x + 1)'

(x24+2)*+3

Notera hur man sjalv véiljer vad som betraktas som inre funktion. Ibland
finns det flera naturliga val, och da spelar det ingen roll hur man delar upp
funktionen. I b) ovan anvinde vi dessutom kedjeregeln upprepade ganger,
genom att i varje steg “skala bort” ett lager (representerat av en farg),
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2.3 Tillimpning: relaterade foriandringshastigheter

utifran och in.

2.3 Tillampning: relaterade
forandringshastigheter

Kedjeregeln
dy  dydu
dr  dudz

kan tillampas pa situationer dar tva av de ingaende tre derivatorna &r
kénda (eller kan hérledas) och den tredje &r sokt. Vi tittar pa ett par
exempel som illustrerar den allmanna principen val.

Exempel 2.3.1

En cirkuldr aluminiumskiva expanderar under uppvarmning. Ski-
vans radie okar med 3 cm/s. Hur snabbt okar skivans area i det
ogonblick da radien ar 8 cm?
Losning. Vi infor lite notation: ¢ betecknar tiden i sekunder, r(t)
radien i centimeter vid tiden ¢, och A(t) arean i kvadratcentimeter
vid tiden t. Observera att arean av cirkeln beror pa radien: A(t) =
7r(t)?. Kedjeregeln beskriver hur deras forandringar hanger samman
enligt

dA  dAdr

dt — drdt’
Vi vet att % = 3 och vi sdker %2. Fran A(t) = 7r(t)? far vi dessutom
a4 _ omr(t). Sa

dr
dA

dt
dA

sa nar r = 8 cm &dr areadkningen % = 487 cm?/s.

Exempel 2.3.2

En isbit i form av en kub smalter pa sa sétt att dess volym minskar
med konstant hastighet 6 mm?/s. Med vilken hastighet minskar
sidlangden i det 6gonblick da den &r 10 mm?

Losning. Vi infér beteckningarna ¢ for tiden i sekunder, s(t) for
sidlangden i millimeter vid tiden ¢ och V(¢) for volymen i kubikmil-

= 27r -3 = 677
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2 Derivatan

limeter vid tiden t. Nu ger kedjeregeln

dv. dVds
dt — ds dt’
Nu kénner vi till 2% = —6 (negativt d& volymen minskar) och fran

av
formeln for kubens volym V() = s(¢)? far vi o5 = 3s(t)?. Satter vi

in detta i kedjeregeln far vi

2ds

—6 = 3s(t) e

. . . . . dS _6 1 . .
Nar sidlangden s = 10 mm kan vi6sa ut 4 = 755 = —z;. Sidlangden

minskar alltsa med en femtiondels millimeter i sekunden.

I allménhet gar man alltsa till viga sa att man infér de storheter som
ingar och infor relevanta beteckningar. Kedjeregeln beskriver hur deras
forandringshastigheter ar relaterade till varandra, dvs ger ett samband
mellan deras derivator. En av dessa derivator dr den man soker, och de
andra ar antingen givna i uppgiften eller kan berdknas genom att derivera
nagot kant samband, t ex en geometrisk formel for area eller volym.

2.4 Trigonometriska funktioners derivator

Vi ska nu anvanda det vi lart oss for att harleda derivatan av funktionerna
sin, cos och tan.

Repetition

Kom ihag att sinv och coswv &r definier-

ade for varje v € R med hjalp av en- ‘
hetscirkeln (cirkeln med centrum i origo snv. \

dianer moturs fran z-axeln; negativa vin-
klar svarar mot medurs riktning, och vin-
klar 6ver 27 mot att man gar langre an ett
varv. Vinkeln ar, per definition av en ra-
dian, langden av motsvarande cirkelbage,
tagen med tecken. Cirkelns omkrets ar 2m,

och radie 1). Vi réknar vinkeln v i ra-
0.5 CDS\/
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2.4 Trigonometriska funktioners derivator

sa exempelvis svarar vinkeln —7 mot ett halvt varv medurs. Den punkt
pa cirkeln som detta svarar mot ar (—1,0). I allménhet svarar varje vinkel
pa detta sdtt mot en punkt (z,y) pa cirkeln, och man definierar cosv som
x och sinwv som y. I vart exempel dr alltsa cos(—m) = —1 och sin(—m) = 0.
Om cosv # 0 definieras tan v som sinv/ cosv.

Foljande trigonometriska identiteter forutsatts vara valbekanta.

For alla v € R galler
a) cos?v +sinv = 1 (trigonometriska ettan),

b) sin(v + w) = sinv cosw =+ cos v sin w,

¢) cos(v £ w) = cosvcosw F sin v sin w,
d) sin(2v) = 2sinwv cosv,
e) cos(2v) = cos?v — sin®v = 2cos?v — 1 =1 — 2sin® v,
f) sin(—v) = —sinwv och cos(—v) = coswv,
g) sin(§ —v) = cosv och cos(§ — v) = sinw, och
(

)
h) sin(v + 27k) = sinv, cos(v + 27k) = cosv och tan(v + 7k) =
tanv for varje k € Z.

. v

Vi anviinder notationen cos? v for (cosv)?, for att inte forvixla detta
med cos(v?), och likasa skriver vi sin?v och tan?v. Notationen i
b) och ¢) betyder att i b) &r tecknet i hogerledet samma som i
vénsterledet, medan det i c¢) ar tvirtom. Pastaendena d)-h) &r
konsekvenser av a)-c), forutsatt att man kénner till vissa av stan-
dardvardena

s s s s
v 10| § 1 \3f 2
- 1 1 3
sinv | 0 > 7 | 3 1
V3] L[ 1
COS v 5 7| 2 0

Detta ger oss funktionerna sin : R — R och cos : R — R, som enligt
h) &r periodiska med period 27, och funktionen tan : D — R, som &r
periodisk med period 7. Definitionsmangden D till tan &r méangden av
alla x € R med cosxz # 0, dvs alla reella tal som inte dr udda multipler
av 5. Kurvorna y = sinx, y = cosx och y = tanx ser ut som foljer.
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2 Derivatan

Foregaende sats hjélper dig att avgora vilken som ar vilken, och g) forklarar
dessutom varfor kurvorna y = cosx och y = sinz fas fran varandra genom

forskjutning i z-led.

Derivator

Vi borjar med att derivera f(z) = sinx, och vi anvénder derivatans defini-
tion for att avgora var den ar deriverbar och vad derivatan ar. Anvander
vi additionsformeln for sinus och gor nagra omskrivningar sa far vi

—sinx

dz

sin(x 4+ h) —sinx

lim
h—0
sinxzcosh + coszsinh — sinz
im
h—0
sinz(cosh — 1) 4+ coszsinh
im
h—0 h
. . (cosh—1) sin h
lim | sSing—= + cosx
h—0 h h
, . (cosh—1) . sinh
sinz [ im —= | +cosz [ lim .
h—0 h h—0 h

Som vi kommer att se i nasta sats ar det forsta gransvardet 0 och det andra

1. Darfor far vi
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2.4 Trigonometriska funktioners derivator

Bevis: Bada satserna kan visas med ett geometriskt argument. Vi
bevisar b), dir bade slutsatsen och beviset &r sérskilt intressanta.
(Och Anmérkning 2.4.3 nedan séger faktiskt att det gréansvérdet &r
tillréckligt for harledningen av derivatan.)
Forst observerar vi att det racker att visa det ensidiga gransvardet
sin h

li =1
hi)r(r)1+ h ’

eftersom

sin(—h) —sinh  sinh

—h —h h '’
sa om detta gar mot 1 da h gar mot 0 fran den positiva sidan, géller
detsamma fran den negativa sidan.

Lat alltsa h > 0 och betrakta
cirkelsektorn med vinkel h i en-
hetscirkeln, samt motsvarande
omskrivande och inskrivna tri-
anglar enligt figuren. Fran
geometriska samband kan vi h
berakna den inre triangelns area
till # och den yttre triangelns
area till =22 medan cirkelsek-

2coshy o
torns area ar 7. Déarfor har vi

A

sinh _ h sin h
< =<
2 T 27 2cosh
Om vi dividerar alla led med det positiva talet Sigh, vilket bevarar
riktningarna pa olikheterna, ser vi att detta ar ekvivalent med
1
1< _h <
~ sinh T cosh

och inverterar vi braken (vilket vénder pa olikheterna) ser vi att
detta ar ekvivalent med
sin h

1>
~ h

> cos h.

67



2 Derivatan

Eftersom bade 1 och cosh gar mot 1 da h — 0, foljer det 6nskade
gransvardet fran klamsatsen.

Att % — 1 da h — 0 innebar, grovt sagt, att % =i
1 da h &ar ndra 0, dvs sinh =~ h for sma h. Denna sa
kallade smavinkelsapprozimation anvénds flitigt nar man studerar
svangningar i fysik. Vi kommer att géra den mer precis med hjalp

av linjarisering i Avsnitt 2.14.

Det finns en alternativ harledning av formeln for derivatan som bara
bygger pa att % — 1 och inte anvander att wshﬁ —0dah—0.°
Den anvéinder foljande omskrivning av sin(z + h) — sin x med hjélp
av additions- och subtraktionsformlerna for sinus:

sin(z 4+ h) —sinz = sin(z+2%+2) —sin(z+ % - %)
= sin(z+2ycos(Z) + cos(z + %) sin(%)
— (sin(z+2ycos(Z) — cos(z + 2)sin(L))

= 2cos(z + &)sin(%).

Derivatan blir da

d . . sin(z + h) —sinz
—sinz = lim
dx h—0 h
_ 2cos(z + 2)sin(2)
= lim ,
h—0 h
cos(z + 2)sin(%)
= lim = =cosz -1
h—0 3
dér vi anvant gransvardet lim % = 1, eftersom % —0dah — 0.
h—0

%Tack till Samuel Edwards for att ha uppméarksammat mig pa denna.

Med hjélp av kedje- och kvotregeln kan vi nu enkelt derivera cos(z) =



2.5 Hogre ordningens derivator

sinx
coszx’

sin(Z — x) och tanx = Kedjeregeln ger

2

—sin(§ —x) = cos(§ — x) - (1) = —sinuz,
dx
och kvotregeln ger
d sinz  coswcosw —cosz(—sinz) cos’z +sin’x 1
dx cosx (cos x)? cos? x cos?z’

Man kan anvénda den trigonometriska ettan for att skriva om detta enligt

1 cos?x + sin® x sin® )
5 = 5 =1+ ——=1+tan"z.
cos? cos? x cos? x

Sammantaget har vi etablerat foljande.

Funktionerna sin och cos ar deriverbara pa hela R, med

d
—sinx = cosx och —cosx = —sinuz,
dx dx

medan tan ar deriverbar pa hela sin definitionsméangd, och

—tanz = =1+ tan’z.

dx cos? x

2.5 Hogre ordningens derivator

Lat oss titta pa foljande motiverande exempel.

Exempel 2.5.1

En partikel ar fast i en fjader och ror sig upp och ned. Partikelns po-
sition vid tiden t &r s(t) = sin(7(t —2)). Bestdm partikelns hastighet
och acceleration vid tiden t.

Losning. Hastigheten &r positionens fordndringshastighet, dvs
derivata, som med kedjeregeln fas till §'(t) = wcos(w(t — 2). Ac-
celerationen ar hastighetens forandringshastighet, alltsa derivatan
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2 Derivatan

av derivatan

d, . d 2.
=5 (t) = - (meos(m(t —2))) = —n”sin(w(t — 2)).

I manga situationer behéver man alltsa derivera flera ganger. Man talar
da om andraderivata, tredjederivata osv. Antalet ganger man deriverat
kallas for derivatans ordning.

Definition 2.13

Andraderivatan av f med avseende pa x definieras som
2

derivatan av derivatan f’. Den betecknas f” eller ] f, eller oftare
x
d* f
-5
Allméant definieras n:te derivatan av f med avseende pa =,

aven kallad derivatan av ordning n, rekursivt som derivatan av
n

d
derivatan av ordning n — 1. Den betecknas f™ eller T f, eller
xn

oftare ——.
dx™

Om f(x) = 2° & f'(z) = 322, f(z) = 62, fO®(z) = 6 och f(z)
ar den konstanta funktionen 0 for alla n > 4.

Pa samma satt som forstaderivatan ar hogre ordningens derivator
alltsa sjalva derivator, definierade som griansvarden. Exempelvis

galler att / /
f”(l‘) _ }ng(l) f (J}—{- h})L B f ($)

Detta gransvirde behover inte existera, &ven om f’(x) existerar. For
att dverhuvudtaget skriva detta maste f'(x + h) vara definierat, dvs
f' maste vara definierad i ett intervall runt z. Inte ens da behover
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2.6 Medelvardessatsen

f"(x) existera. Den intresserade ldsaren kan visa att funktionen
2

¢ omx >0

f(:c)—{ —2? omz <0

ar deriverbar overallt, med f'(x) = 2|z|. Men som vi sett forut ar
inte |z|, och darfor inte heller 2|x|, deriverbar i 0. Med andra ord
ar f'(0) = 0 medan f”(0) &r odefinierad. Detta &r ett besvérligt
beteende hos funktioner; de flesta av de funktioner vi kommer att
studera i denna kurs &r inte sa besvarliga, men fenomenet kan uppsta,
t ex om man arbetar med funktioner som kommer fran modellering av
experiment och kanske inte ges av ett kort och koncist matematiskt
uttryck.

Var forekommer hogre ordningens derivator i tillampningar? An-
draderivator ar mycket vanliga pga att accelerationen ar en an-
draderivata. Newtons andra lag F' = ma sager att kraften F
ar proportionell mot accelerationen a (massan m &r proportion-
alitetskonstanten), vilket innebér att andraderivator finns Gverallt
dar krafter verkar. Tredje- och fjardederivator forekommer t ex
i de differentialekvationer som modellerar hallfasthet hos bjélkar.
I ekonomisammanhang &r inflationen i princip derivatan av pris-
nivan. Andraderivatan beskriver inflationens férandringshastighet.
Pastaendet “Okningen av inflationen avtar” handlar om tredjed-
erivatan. Detta lar den amerikanska presidenten Richard Nixon ha
anvant infor presidentvalet 1972, vilket beskrivits som den forsta
gangen en presidentkandidat anvént tredjederivatan i en valkampanj.

2.6 Medelvardessatsen

Vi kommer nu till den viktigaste satsen i detta kapitel: medelvardessatsen.
Den ér pa samma gang ett naturligt samband som man anvander dagligen
utan att tanka, och samtidigt en kraftfull sats som ligger till grund for
nastan all anvandning av derivatan for att forsta en funktions beteende.
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2 Derivatan

Antag att f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b] och deriverbar pa
intervallet (a,b). Da finns det (minst) en punkt ¢ € (a,b) sadan att

f(b) = f(a)

)]

For att forsta satsens geometriska betydelse betraktar vi foljande bild

8
;2

(@ fi@)
4 AR ; 5 5

Kurvan ges av y = f(x) och den heldragna linjen skér kurvan i intervallets
dndpunkter (en sadan linje kallas for en sekant). Vansterledet i satsen
ar precis lutningen ﬁ—z hos denna linje. Hogerledet ar tangentens lutning
i punkten (c, f(c)). Satsen sdger alltsa att det finns minst en punkt pa
intervallet (a,b) ddr tangenten har samma lutning som sekanten.

Notera att vansterledet ocksa kan tolkas som den genomsnittliga forand-
ringshastigheten 6ver intervallet. Idén bakom satsen kan da formuleras som
foljer.

Medelhastigheten 6ver ett intervall ar lika med den momentana
hastigheten i nagon punkt inne i intervallet.
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2.6 Medelvardessatsen

a) Observera att satsen inte beskriver hur man hittar en sadan
punkt ¢, utan bara att det finns en sadan punkt.

b) I allménhet kan det finnas fler &n en sadan punkt: betrakta
funktionen f(x) = sinx pa intervallet [0, 27]. Vi har

sin 2w — sin 0

=0.
2r — 0
P& intervallet (0,27) uppfyller bade ¢ = Z och ¢ = 3% att
fl(e)=0
e TN
RENE
\ )

c¢) Villkoren att funktionen ska vara kontinuerlig pa intervallet
[a,b] (inklusive &ndpunkterna) och deriverbar pa (a,b) &r vik-
tiga. Om de inte ar uppfyllda géller inte satsen; nedan ser vi
tva motexempel med a = —1 och b = 1:
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2 Derivatan

Den forsta funktionen f(z) = |z| &r inte deriverbar pa inter-
vallet (—1, 1), och det finns ingen punkt pa det intervallet dar
tangenten har samma lutning som den bla sekantlinjen. Den
andra funktionen &r definierad som g(z) = 1, utom iz = 1 dér
g(1) = 0. Den ér alltsa inte kontinuerlig pa [—1, 1]. Inte heller
hér finns det nagon punkt pa (—1,1) dér tangentens lutning ar
lika med sekantens.

Vi kommer att bevisa satsen i tre steg. Det forsta steget ar en viktig
sats i sig, medan huvudargumentet i beviset i princip sitter i det andra
steget. Det tredje steget reducerar det allmanna fallet till det specialfall
som behandlas i det andra steget.

Steg 1: derivatan i lokala extrempunkter

Om g ér definierad pa intervallet (a,b) och har en lokal max- eller
minpunkt ¢ € (a,b) dér den &r deriverbar, sa éar ¢'(c) = 0.

Bevis: Vi utfor beviset ifall ¢ ar en minpunkt. Maxpunktsfallet &r
liknande och lamnas till ldsaren. Att g ar deriverbar i ¢ innebéar att

iy e gle+h)—g(e)
g'(e) = lim h

existerar, vilket innebéar att

i Jet ) —gle) _ . gleth)—gle)
h—0~ h h—0*t h

Eftersom c dr en lokal minimipunkt géller det att g(c+h) > g(c) for
alla h inom ett visst avstand fran c¢. Alltsa ar taljaren icke-negativ
i bade hogerled och vansterled. Déaremot ar ndmnaren negativ da
h — 0~ och positiv da h — 0.

Hogerledet ar alltsa gransvardet av ett brak dar taljaren &r icke-
negativ och ndmnaren positiv. Ett sadant gransvarde kan inte vara
negativt. Pa samma satt kan gransvardet i véansterledet inte vara
positivt. Eftersom grénsvérdena existerar och &r lika med ¢'(c),
maste ¢'(c) vara ett reellt tal som varken &r positivt eller negativt.
Det enda sadana talet &ér 0.
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2.6 Medelvardessatsen

Steg 2: Rolles sats

Antag att ¢ &dr kontinuerlig pa intervallet [a,b] och deriverbar pa
intervallet (a,b), och uppfyller g(a) = g(b). Da finns det (minst) en
punkt ¢ € (a,b) sadan att

g'(c)=0.

. 7

Observera att villkoren i Rolles sats ar desamma som villkoren i
medelvirdessatsen, med det extra villkoret att g(a) = g(b). Under
detta villkor galler att

o)~ gla) _

b—a
sa slutsatsen i Rolles sats ar precis som i medelviardessatsen
att % = ¢'(¢). Rolles sats ar alltsa det specialfall

av medelvirdessatsen dar funktionen har samma varde i bada
andpunkterna. Sinusfunktionen i Anmérkning 2.6.1 uppfyller dessa
villkor

Bevis: Max-minsatsen 1.17 sager att g har ett maximum och ett
minimum pa intervallet [a,b]. Det vi ska visa &r att antingen max-
imum eller minimum ligger i en inre punkt, dvs i intervallet (a,b).
Kom ihag att g(a) = g(b); lat oss kalla detta gemensamma vérde for
V.

Om funktionen &r konstant pa [a, b] sa &r varje punkt ett maximum
och ett minimum, ¢'(c) = 0 ar dverallt, och saken ar klar.

Om funktionen inte dr konstant pa [a,b] finns det nagon punkt
z € (a,b) dér g(z) # V, dvs antingen g(z) > V eller g(z) < V.

Om g(x) > V sa maste funktionen anta sitt maximum pa (a,b),
dvs inte i andpunkterna, eftersom vérdet i andpunkterna ar mindre
an vérdet i z. I sa fall har funktionen ett maximum ¢ € (a,b), och
enligt sats 2.15 &r ¢'(c) = 0.

Om g(z) < V sa maste funktionen anta sitt minimum pa (a,b),
dvs inte i d&ndpunkterna, eftersom vardet i andpunkterna &r hogre
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2 Derivatan

dn vérdet 1 x. I sa fall har funktionen ett minimum ¢ € (a,b), och
enligt sats 2.15 &r ¢'(c) = 0.
Detta fullbordar beviset.

Steg 3: medelvardessatsen foljer ur Rolles sats

Vi ska nu anvanda Rolles sats {or att visa medelvardessatsen.

Bevis: Givet ér alltsa en funktion f som &r kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a,b). Vi ska visa att det finns ¢ € (a,b) sa att

f(b) = f(a)

I e

For att gora det definierar vi en funktion g : [a,b] — R utifran f pa
foljande satt:

f(b) — f(a)

glz) = flw) - L2

(x —a).
Denna funktion ma se konstig ut, men den har tva viktiga egen-
skaper:

a) den uppfyller villkoren fér Rolles sats, och

b) g() =0 = ey = LU0

Vi kontrollerar dessa egenskaper strax. Forst noterar vi att egenskap
a) medfor att vi kan tillimpa Rolles sats, och dra slutsatsen att det
finns en punkt ¢ € (a,b) med ¢'(c) = 0; men da séger egenskap b) att
£(b) — f(a)
b—a

For att kontrollera a) noterar vi att g &ar kontinuerlig pa [a, 0]
och deriverbar pa (a,b) eftersom f och W(I — a) har de egen-
skaperna; sedan beraknar vi

= f’(c), vilket fullbordar beviset av medelvirdessatsen.
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2.6 Medelvardessatsen

sa g(a) = g(b), och villkoren for Rolles sats &r uppfyllda. For att
kontrollera b) berdknar vi

F(b) = fla)

g(a) = fla) - HE—

(eftersom kvoten &r konstant och - (z—a) = 1). Om ¢/(c) = 0 gller
alltsa

f(b) = f(a)

Ozf/(c>_ﬁ — f/(C>= f(b)_f(a)

b—a

Darmed ar beviset klart.

Funktionen g som vi konstruerade utifran f fungerade alltsa sa att
om Rolles sats galler for g, sa giller medelvardessatsen for f. Med
andra ord reducerade den beviset av medelvardessatsen till beviset av
Rolles sats. Rent geometriskt ar funktionen g ett slags deformation
av f, som syftar till att gora sekantlinjen horisontell. figurerna visar
graferna till f och g dar f ar funktionen fran figuren i inledningen
av detta avsnitt.

7/
" YARR

7/
—/

A,// N
A e

AR 4 of/ 2 4 \

Nib

I detta fall &r g(x) = f(z) — (x — a), eftersom sekantens lutning &r 1.

Konsekvens: vaxande och avtagande

Tack vare medelvardessatsen kan vi anvanda derivatan for att avgéra om
en funktion ar vaxande eller avtagande pa ett intervall. Vi ger forst precisa
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2 Derivatan

definitioner av dessa begrepp. Det handlar alltsa om ifall f(x) okar eller
minskar nar = okar.

Definition 2.17

En funktion f definierad pa ett intervall I kallas
e vaxande pa [ om f(z3) > f(x1) nérhelst zo > 211 I,

e striangt vixande pa [ om f(z2) > f(x;) nérhelst o > 24 i
1,

e avtagande pa [ om f(x2) < f(x;) nérhelst xo > x1 1 I, och

e strangt avtagande pa I om f(z3) < f(x;) nérhelst xo > 2
il.

Exempel 2.6.4

Funktionen f(z) = z? &r strangt avtagande pa (—oo, 0] och striangt
vixande pa [0, 00).

En konstant funktion pa ett intervall ar bade vixande och avta-
gande pa det intervallet, men varken strangt viaxande eller strangt
avtagande.

Observera alltsa att vixande (eller avtagande) inte utesluter att funk-
tionen ar konstant pa delar av intervallet. Av den anledningen siger man
ibland icke-avtagande istallet for viaxande, och icke-vaxande istallet for
avtagande. I svensk terminologi ar detta inte sa vanligt, men pa engelska
sager man ofta non-increasing och non-decreasing.

Ett samlingsnamn for vaxande och avtagande &r monoton: att en
funktion &r (stréngt) monoton pa ett intervall innebér alltsa att den
antingen ar strangt vaxande eller strangt avtagande pa det interval-
let. En strangt monoton funktion kan da inte anta samma vérde tva
ganger pa intervallet, och ar alltsa injektiv. Detta kommer vi att
formulera noggrannare i Sats 2.19.

Dessa begrepp hénger samman med derivatans tecken pa foljande sétt.
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2.6 Medelvardessatsen

Antag att f ar deriverbar pa intervallet I = (a,b).
a) Om f’(z) > 0 for alla x € [ sa &r f vixande pa I.

b) Om f'(z) > 0 for alla x € [ sa ar f strangt vixande pa I.

(
) (
c) Om f/(
d) Om f(

) (

)

x) <0 for alla x € I sa ar f avtagande pa I.

x) <0 for alla x € [ sa &ar f strdngt avtagande pa I.
)

e) Om f'(x) =0 for alla z € I sa ar f konstant pa I.

Bevis: Vi bevisar a); de andra delarna visas pa samma sétt. For
att visa a) maste vi visa att f(xy) > f(r1) sa ldnge x; och x5 &r
punkter i I med x5 > 2. Om xz; och x5 ar tva sadana punkter
sa ar f deriverbar pa [z, z3] och darfor kontinuerlig dér, sa vi kan
tillampa medelvardessatsen. Den ger att

f(xz) - f(%)

To — I

= f'(c)

for nagot ¢ med x; < ¢ < x5, Om nu f/(x) > 0 {or alla I, sa géller
f'(¢) > 0; dessutom dr namnaren xo — x7 positiv pa grund av att
Ty > x1. Darfor maste f(z2) — f(z1) >0, dvs f(za) > f(x1), vilket
skulle visas.

Exempel 2.6.6

Var ar funktionen f(r) = 3 —122+7 vixande respektive avtagande?
Losning. Vi deriverar: f'(z) = 3z? — 12. Sedan undersoker vi
derivatans tecken.
Notera att f'(z) = 3(z* — 4) ! !
och detta ar noll om z? = 4 (dvs < : /
= +2), negativt om 2? < 4 N
RN
I 0 I
BRRNY
Lo
| |
| |

(dvs —2 < = < 2) och positivt
annars. Satsen ovan ger darfor . /

att f ar avtagande pa [—2,2]
och vixande pa (—oo,—2] och
[2, 00). I
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2 Derivatan

Observera att en funktion kan vara strangt vixande pa ett intervall
utan att f’(z) > 0 géller 6verallt (satsen séger inte “om och endast
om”). Funktionen f(z) = z® ar stringt vixande overallt eftersom
Ty > xy medfor att 23 > z3. Men f’(z) = 3z? ar lika med 0 da z = 0.
I sjalva verket kan en funktion ha isolerade punkter dar derivatan ar
0 och énda vara strangt vaxande.

2.7 Implicit derivering

d
Hittills har vi bestimt - i situationer déir y = f(x) ar explicit given som
x
en funktion av z, dvs y har “losts ut”. Ofta, inte minst i tillampningar, &r
y istallet implicit given av en ekvation som innehaller bade = och y, t ex
cos(z + y) = sin(zy),

och uppgiften ar att bestamma derivatan % i nagon punkt. Vi borjar med
ett enklare exempel.

Exempel 2.7.1

Enhetscirkeln ges av ekvationen z? + y> = 1. For att bestimma
tangentens lutning i en punkt (x,y) pa cirkeln, deriverar vi bada led
i ekvationen med avseende pa x:

d , oy d

vilket ar ekvivalent med

d , d , d
— —yt = —1.
dxx + dx dx

Vi vet redan att
d

d
— 2 =9 h —1=0.
T r ocC - 0

Observera att 42 ar en funktion av y. Om vi betraktar y som funktion
av x, ar detta alltsa en sammansatt funktion. Kedjeregeln ger da
Ay ddy_y dy
dx dy” dx dx
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2.7 Implicit derivering

d
Observera att det ar &y som vi soker. Om vi satter in allt detta

T
tillbaka i ekvationen far vi
d
2z + 2y = 0.
dx

Om y # 0 kan vi 16sa ut
dy 2y oz

de 2z y

Denna metod, att derivera ekvationens bada led och pa sa sétt fa fram
en ekvation for j—g, kallas for implicit derivering.

Implicit derivering gar ut pa att man deriverar ett samband (en
ekvation) med avseende pa x, ddr man behandlar y som funktion av
2 och anvander kedjeregeln.

a) Det uttryck man far for % innehaller bade = och y. Detta ar
nagot man far leva med, eftersom man i allménhet inte kan
losa ut y som funktion av z overallt.

b) Implicit derivering &r en metod och inte en ny teori for
derivatan. Med hjalp av den kan man bestamma derivatan
d

22 i de punkter dir derivatan existerar.

c¢) Vikan gora den forra anméarkningen mer matematiskt precis (i
linje med Anmérkning 2.2.1): ekvationen ska definiera y som
funktion av x i ett intervall runt detta x, och denna funktion
ska vara deriverbar i x. Sa dven om y inte kan l6sas ut globalt
som funktion av z, sa ar den lokalt en funktion av x.

d) Implicit derivering kan t ex anvéndas for att bestimma tan-
gentens lutning till den kurva som ekvationen beskriver, i en
konkret punkt (x,y). I sadana fall har man numeriska virden
pa x och y, och det ar inget bekymmer att uttrycket for g—g
innehaller bade x och .
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2 Derivatan

Exempel 2.7.3

Lat oss ga tillbaka till kurvan som ges av 22 + y?> = 1, dvs
enhetscirkeln, i ljuset av anmarkningen ovan. Fran det forra
exemplet vet vi att ¢y = —% om y # 0. Med hjalp av
detta kan vi rakna ut tangentens lutning i olika punkter.
Punkten (z,y) = (—\%,\%) ligger pa /
cirkeln, och dar ar —g = 1, vilket ar
lutningen pa den diagonala linjen i fig-
uren. Sa kan vi gora sa lange y # 0. 1 /
punkten (1,0) funggrar inte detta, och : |
y

mycket riktigt ar o2 inte definierad i

den punkten, vilket man kan se pa den

Vad géller b) i anmérkningen ovan
noterar vi att vi kan losa ut y som en
funktion av z kring varje punkt dar y > 0 eller y < 0. I punkterna
(£1,0) &ar detta inte mdéjligt: hur liten del av cirkeln vi &n tar runt
nagon av dessa punkter, far vi en kurva som vénder i z-led, och
darfor inte kan vara grafen till en funktion y = f(z).

I detta exempel kan vi l0sa ut y rent praktiskt i dessa fall. Lat oss
fokusera pa punkter med positiv y-koordinat. Dessa ligger inne pa
den ovre halvcirkeln dar y > 0, och vi far

2+y’=1 < y¥’=1-3° < y=+1-122,

dar den sista ekvivalensen galler da y > 0. Om vi deriverar detta
uttryck far vi

dy -2z -z
dt  2y/1—22 1—22 ¥

vilket givetvis stammer med vad den implicita deriveringen gav.

Aven om man i princip kan 16sa ut y som funktion av z runt den punkt
man ar intresserad av, ar detta inte alltid praktiskt gorbart.
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2.7 Implicit derivering

Exempel 2.7.4

Betrakta kurvan som ges av cos(x + y) = sin(zy). Verifiera att
punkten (7,0) ligger pa kurvan, och anvént implicit derivering for
att berdkna tangentens lutning i den punkten.

Lo6sning. En punkt (z,y) ligger pa kurvan om och endast om dess

koordinater uppfyller cos(x + y) = sin(zy). I detta fall har vi
cos(5 +0) =0 =sin(5 - 0)

sa punkten ligger pa kurvan. Deriverar vi vinsterledet med avseende
pa z far vi, med kedjeregeln, att

d
%cos(a: +y) = —sin(z +y)(1 +¢)

(dér vi anvénder g/’ istéllet for % for att spara plats), och deriverar
vi hogerledet far vi, med produkt- och kedjeregeln, att

d

= sin(zy) = cos(xy)(1-y+z - y).

Sammantaget galler
—sin(z +y)(1 +y') = cos(zy)(1-y + 2 - ¢)
och sétter vi in punktens koordinater far vi
—sin(3 +0)(1+y) =cos(5-0)(1-0+ % -y

vilket forenklas till —(1 4 y’) = 0. Dérmed &r 3’ = 1 och tangentens
lutning i punkten ar 1.

(Den djérva ldsaren uppmanas rita upp kurvan i ett kurvrit-
ningsprogram och inse varfor det inte gar att losa ut y globalt som
en funktion av x.)

Vi vet sedan tidigare att %x” = na"~! galler for alla heltal n. Vi kan
nu utvidga detta till exponenter som inte ar heltal.
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2 Derivatan

Exempel 2.7.5

m m
Lat y = x» med m och n heltal och x > 0. Da ar y = z » ekvivalent
med y" = ™. Vi vill bestdmma ¢’ och anvénder implicit derivering
pa y" = z™. Detta ger

sa att .
m—
,  mx

- nynfl :

m
Men y = x'n, sa potenslagar ger att detta ar lika med
m—1

y = m(n—1)
nx n

vilket kan forenklas till %xﬁ_l. Man kan vidare visa att samma sak

giller for negativa x ifall n &r udda. (Om n &r jAmnt &r x» inte ett
villdefinierat reellt tal da x < 0.) Alltsa géller formeln

d T r—1

—z" =rx

dz
aven i detta fall. Om man begransar sig till x > 0 kan man definiera
2" for varje reell exponent r, och visa att

dven giller i detta fall. (Beviset bygger pa att varje reellt tal kan
approximeras godtyckligt val med rationella tal, och ar utanfér denna
kurs omfattning.)

2.8 Inversa funktioners derivator

Infor det har avsnittet ar det bra att ha last avsnittet om inversa funktioner
i slutet av Avsnitt 0.2. Kom ihag, fran detta avsnitt, att inversen till en

funktion f ar den funktion f~! som definieras av

[y =2 f(z)=y,
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2.8 Inversa funktioners derivator

dvs den léser ut = ur sambandet f(z) = y. For att en funktion ska vara
inverterbar, dvs ha en invers, kriavs att den ar injektiv (dvs ett-till-ett),
vilket innebar att f(z1) # f(z2) om z7 # x5, eller med andra ord att olika
variabelvirden ger olika funktionsvarden.

Om f &r strangt viaxande eller strangt avtagande pa hela sin defini-
tionsméangd, sa ar f inverterbar.

Bevis: Antag att f ar strangt vixande. Om x; # x5 sa ar antingen
xo > xq eller vy > xo. Ifall 9 > xy sa &r f(xz2) > f(x1), och om
x1 > T s ar xp > xo sa ar f(xz1) > f(xs), per definition av strangt
vixande. I bada fallen ar alltsa f(xz1) # f(x2), vilket skulle visas.
Beviset ifall f ar strangt avtagande ar likadant.

Tack vare sats 2.18 kan vi alltsa anvénda derivatan for att avgora om en
funktion ar inverterbar. En naturlig fraga ar da vad derivatan av inversen
ar. Detta kan vi berdkna med implicit derivering. Fran sats 0.12 vet vi att

F(H (@) = .

Deriverar vi bada led med avseende pa x, och anvénder kedjeregeln i
vansterledet, far vi

vilket ar ekvivalent med

forutsatt att namnaren inte ar noll. Darmed har vi uttryckt derivatan av
f~1 i punkten z i termer av derivatan av f i punkten f~'(x). (Namnaren
ar alltsa f/(c) dar ¢ = f~1(x).) Vi har alltsa bevisat foljande.

Om f ar inverterbar, och x dr sadan att f ar deriverbar i f~'(z)
med f'(f~!(x)) # 0, sa ar f~! deriverbar i x, och

1

(f7)(z) = @)
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2 Derivatan

Exempel 2.8.1

1 1
Om f(z) =2 sa ar f~'(z) = x3. Vi vet redan att derivatan av x3
2

ar %x_g om z # 0, sa lat oss kontrollera satsen ovan i detta fall. Vi
har f/(z) = 322, sa

P () =3 (%) =822,

Om z # 0 ar detta nollskilt och

som vantat.

Exempel 2.8.2

Visa att f: R — R som ges av f(z) = 2® + x &r inverterbar pa hela
R, och berikna (f~1)(2).
Losning. Vi berdknar f'(x) = 32? + 1 och noterar att detta ar
positivt for alla x € R. Darfor ar f strangt vaxande och darmed
inverterbar pa hela R.

For att berakna derivatan i = 2 anvander vi satsen ovan:

1
FF12)
Vi behover inte ha nagon formel for f~!(z) i allminhet, utan bara

veta vad f~1(2) &r, dvs vilket tal ¢ som uppfyller f(c) = 2. Vi ser i
detta fall att 1 uppfyller f(1) =12+ 1 =2, sa

(f@) =

BN S S S
(f )(2) - f’(f_l(Q)) - f’(l) o 3-12+1 g

Inversa trigonometriska funktioner

Vi vill nu berdkna inversen till de trigonometriska funktionerna sin, cos
och tan. Dessa ar inte injektiva pa hela sin definitionsméangd, och darfor
begransar vi definitionsméangden som i Anméarkning 0.2.20.



2.8 Inversa funktioners derivator

Arcsinus

Vi borjar med sinusfunktionen, vars definitionsmangd vi begransar till in-

tervallet [—7,7]. Pa detta intervall ar sin strdngt vixande och déarfor
inverterbar. Vi betecknar dess invers som sin™! eller (mer traditionellt)

som arcsin.

Notera att den begransade sinus-
funktionen har definitionsméangd
[-5,5] och vérdemédngd [-1,1].
Darfor har arcsin definitionsméangd |
[-1,1] och vdardemangd [-3,5]. T
figuren ovan syns y = sinzx i rott,
dar den heldragna kurvan ar den
begrinsade sinuskurvan, och y = R R AR R =
arcsinz i blatt. Observera hur de
tva heldragna kurvorna ar varan- 2

dras spegelbilder i linjen y = .

N

Exempel 2.8.4

inl=12= inf® =1
a) arcsin ; =  eftersom sin § = 3.

b) arcsin 2 &r inte definierat da inget x uppfyller sinz = 2.

&z

c) sin(arcsin(3)) = £ pa grund av att funktionerna ar varandras

inverser pa intervallet [—~7, 7], dér T ingar.

d) arcsin(sin(2%)) ar inte lika med 2, eftersom detta #r utanfor

4 4
T T 9 1

[—%,3]. Déremot &r arcsin(sin(7)) = arcsin == = 7. Sadana

konstigheter &r priset man betalar for att ha begréansat defini-
tionsmangden.

Vi ar nu intresserade av att derivera arcsin, dvs bestdmma gy’ déar y =
arcsin z. Vi anvander implicit derivering och det faktum att

Y = arcsinx <= x = siny
géller for y € [—75,5]. Deriverar vi bada sidor av x = siny med avseende
pa x, far vi

/

1 = cos(y)y'.
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2 Derivatan

Om cosy # 0 far vi alltsa
1

I cos(y)

Vi vill dock uttrycka detta som funktion av x. Vi vet redan att siny = z,
sa vi anvander den trigonometriska ettan for att skriva om cosy: fran

cos?y +sin?y =1 far vi cosy = /1 —sin?y. Day € [—5,5] dr cosy >
0, sd cosy = /1 —sin?y = /1 — 2. Detta ar nollskilt om z # =+1.

Sammanfattningsvis galler alltsa foljande.

Funktionen f(x) = arcsina ar deriverbar pa intervallet (—1, 1), och

1
V1—z?

Arccosinus

Vi fortsatter med cosinusfunktionen, som vi begransar till intervallet [0, 7],
dar den ar strangt avtagande och darfor inverterbar. Vi betecknar dess
invers med cos™! eller arccos.

Den begransade cosinusfunktionen
har alltsa definitionsméngd [0, 7]
och virdeméngd [—1, 1]. Dérfor har
arccos definitionsméngd [—1, 1] och
vardeméngd [0,7]. I figuren ovan
syns y = cosx i rott, dar den hel-
dragna kurvan ar den begrénsade
cosinuskurvan, och y = arccosx i —
blatt. Observera aterigen hur de | \
tva heldragna kurvorna ar varan- I A
dras spegelbilder i linjen y = .

J

For att derivera arccos, dvs bestdmma gy’ dar y = arccosz, gor vi pa
samma satt som for arcsin: vi anvander implicit derivering och det faktum
att

Y = arccos T < T = COS Y
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2.8 Inversa funktioners derivator

galler for y € [0, 7|. Deriverar vi bada sidor av & = cosy med avseende pa
x, far vi

1= —sin(y)y'
Med hjélp av den trigonometriska ettan och det faktum att cosy = x far
vi, pa samma satt som for arcsin, foljande.

Funktionen f(x) = arccosx ar deriverbar pa intervallet (—1,1), och

1
V1—22

Arctangens

Vi avslutar med tangensfunktionen, som é&r lite annorlunda och vars in-

vers kommer att vara mycket anvandbar framover. Vi begréansar defini-

tionsmangden till intervallet (—7, 7) (utan andpunkter), dér tan &r strangt

vaxande och darfor inverterbar. Vi betecknar dess invers med tan™"! eller
arctan.

| 5 [
5

Den begriansade tangensfunktionen ‘
har alltsa definitionsmangd (—3,5)
och viardeméangd hela R. Darfor —
har arctan definitionsmangd R och | 1

virdeméngd (—7,%). Notera att
de vertikala asymptoterna r = +7 R ‘ j o

for y = tanx svarar mot horison-
tella asymptoter x = £7 for y = NEETEE Ty
arctanx. [ figuren ovan syns y =
tanx i rott, dar den heldragna kur- | | [
van ar den begransade tangenskur- 12 ‘
van, och y = arctanx i blatt. Observera aterigen hur de tva hel-
dragna kurvorna ar varandras spegelbilder i linjen y = z.

For att derivera arctan, dvs bestamma 3’ dar y = arctanx, gor vi pa
samma satt som ovan: implicit derivering och det faktum att

Yy = arctanx <= x = tany
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2 Derivatan

for y € (=3, %) ger

1=

y = (1+tany)y/,

cos?y
dar vi anvant omskrivningen Coizy =1+ tan?y fran forr. Alltsa giller
;L 1
Y T 11 tan? y

overallt, eftersom ndmnaren aldrig ar 0. Eftersom tany = z har vi visat
foljande.

Funktionen f(z) = arctanz &r deriverbar pa hela R, och

2.9 Exponentialfunktioner och logaritmer

En exponentialfunktion &r en funktion f : R — R som ges av f(z) = a*,
dér a > 0 &r en (konstant) bas. Detta ska inte forvéxlas med funktionen
f(z) = 2 En exponentialfunktion far sitt namn av att variabeln sitter i
exponenten.

Det ar inte sjalvklart vad a® betyder, eller att det ens &ar definierat,
for alla x € R. Om x = m ar ett positivt heltal ar a® en produkt
a-a---a med m faktorer. Detta kan utvidgas till allmdnna x € R

stegvis: negativa heltalsexponenter definieras genom x~"" = xim, och
2% =1. Om x = ™ &r ett rationellt tal (med n # 0) definieras a”
som

an = Vam,

vilket ar definierat eftersom a > 0. Man utvidgar detta till allménna
reella exponenter genom att utnyttja att varje reellt tal kan approx-
imeras godtyckligt vdl med rationella tal (Sats 0.2). Vi gar inte
niarmare in pa detta.

Exponentialfunktioner har foljande egenskaper.
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2.9 Exponentialfunktioner och logaritmer

For alla a > 0 och z,y € R galler att a® och a ar positiva tal, och

a®a¥ = a*tY, a*/a¥ =a"Y, och (a*)! =a"™.

Om a =1 galler a* =1 for alla x € R, dvs ar en konstant funktion. For
alla andra a > 0 ar a” strangt monoton: det foljer fran potenslagarna att
a® strangt vaxande om a > 0 och strangt avtagande om 0 < a < 1. Detta
visar en del av foljande sats.

Om a # 1 &r funktionen f : R — R som ges av f(x) = a® injektiv
med vardeméngd (0, 0o).

Detta innebéar att funktionen &r inverterbar. Inversen kallas for
a-logaritmen och betecknas log,. Den definieras alltsa av sambandet

y=log,xr <= x =ad.

Exempel 2.9.2

a) log, 32 = 5 eftersom 2° = 32.
b) log;,0.001 = —3 eftersom 1073 = 0.001.

c) logg3 =1 och log: + = 1.

. L
5 3

Observera att log, har definitionsméngd (0, 00) och virdeméngd R, en-
ligt egenskaperna hos inversa funktioner. Vi ritar nedan graferna till y = a*
i rott och y = log, z i blatt i samma koordinatsystem i tva fall: a = 2 till
vanster och a = % till hoger. Deras utseenden ar typiska for fallen da a > 1
respektive a < 1. Observera speglingsbeteendet kring den streckade linjen
y = x i bada fallen.

91



2 Derivatan
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Fran potenslagarna kan man héarleda foljande.

For alla a > 0 och z,y € R galler

log,(zy) = log, * +log, y,
loga(‘r/y) = loga T — loga Y, och
log,(z¥) = ylog, .

Derivatan av en exponentialfunktion

Vi vill nu om méjligt derivera funktionen f(z) = a® dér a > 0. Derivatans
definition och potenslagarna ger

fx+h)— f(x)

z+h

, o
fix) = lim
= lima
h—0 o B 1
= lim—a (a* — 1)
h—0

Coah—1
= alim ———,

h—0

dar vi kunde lyfta a® ut ur gransvardet da det inte beror av h. Om
h

lim ——
h—0 h

alltsa f'(x) = La®. Man kan véanda pa fragestéllningen: kan vi vélja a sa

att L = 1, vilket alltsa skulle ge f'(z) = a®, dvs att exponentialfunktionen

ar sin egen derivata? Svaret ar ja, och detta ar en av definitionerna av

Eulers konstant e.

gransvardet existerar och ar lika med nagot tal L, sa far vi

92



2.9 Exponentialfunktioner och logaritmer

d

Det finns precis ett reellt tal a > 0 som uppfyller d—a"” = a”. Detta
x

tal kallas for Eulers tal och betecknas e.

Avrundat till tre decimaler ar e ~ 2.718.

Definitionen ovan ar en av de mojliga satten att definiera e, och ar
h

= 1. En mer klassisk definition

alltsa ekvivalent med att lim
h—0 h

1\N

e=gm (1e3)
(Har &r N ett heltal och inte ett allmént reellt tal, sa gransvérdet &r
gransvardet av en talfoljd. Vi kommer att behandla dessa i Kapitel

3.) Man kan visa att dessa tva definitioner ar ekvivalenta. Istallet
for att gora det ger vi en intuitiv forklaring till varfor de sager samma

ar

a —_—
sak: att lim ——— = 1 innebar att for sma h sa ar
h—0 h
h
a—1
~1
h

och fran detta kan vi l6sa ut a approximativt som

S[=

ar (14 h)n,

om h ar litet, t ex om h = % dar N ar ett stort positivt heltal. Satter
vi in detta far vi
1\ N
a~ |14+ —
da N ér stort, vilket ar inneborden av att

1 N
o= (1)

Detta kan goras till ett precist argument genom att resonera med
hjalp av gransvérden.
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2 Derivatan

Slutsatsen ar alltsa foljande.

Funktionen f(x) = e® ar deriverbar overallt pa R, och uppfyller

f'(@) = f(x).

Exempel 2.9.4

Berékna J
3T h b) — t2+7t_
a) —uax°e”, oc ) P
Losning.

a) Produktregeln ger

di(x3ex) = 322" + 23" = (3x% + 2%)e”.
i

b) Kedjeregeln ger

d 247t 27t d 2 12
— = —(t* 4 T7t) = (2t +7E
P e dt( +7t) = (2t + 7)e

Den naturliga logaritmen

Att %ez = ¢” har fortjanat e bendmningen den naturliga basen. Loga-
ritmen log, kallas darfor den naturliga logaritmen, pa franska le loga-
rithme naturel, forkortat In. Man skriver darfor In istéllet for log,.

Funktionen In &r deriverbar pa hela sin definitionsméngd (0, o), och

d o 1
dzlnx— =
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2.9 Exponentialfunktioner och logaritmer

Bevis: Notera att Inz &r inversen f~!(z) till exponentialfunktionen
f(z) = €”, och enligt Sats 2.20 ar

1 1 1 1

P @) f(oz) e g

dir den néstsista likheten galler pa grund av att f ar sin egen
derivata, och den sista likheten pa grund av att f(f~'(z)) = =.

(f ) (@) =

Logaritmlagarna och det faktum att In har en sa enkel derivata gor den
naturliga logaritmen till ett anvandbart verktyg for att derivera komplicer-
ade funktioner. Vi visar detta i foljande exempel. Metoden har fatt namnet
logaritmisk derivering.

Exempel 2.9.5

Berakna Z—z dar
a) y = a® dar a > 0, och b) y = z”.

Losning. For att derivera y = f(x) anvinder vi att f(x) = /@)
och utnyttjar logaritmlagarna.

a) Har har vi y = e™(@) = e#"? 5om vi deriverar med kedjeregeln
och far

zlna zlna

dy_ B
—~ =e =e

o dgc(xlna) =e""Ing

och sedan forenklar vi tillbaka e*ne = e(@®) = ¢*  Samman-
taget ar alltsa % =a”Ina.

b) Hér har vi pa liknande sétt y = ™) = ¢"® som vi deriverar

med kedjeregeln (och produktregeln) och far

d d
_y — emlna — erlna_<mlnx) — emlnm(l . lnx—i—x . 1)'

dx dx @

Forenkling ger att detta ar e™@)(Inz + 1) = 2°(1 + Inz).
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2 Derivatan

Asymptotiskt beteende

Exponentialfunktioner a”, potensfunktioner z* och logaritmer log, z anvands
ofta for att beskriva olika slags tillvaxt: en bakteriekulturs storlek over tid,
smittspridningen i en epidemi, osv. Man talar om sadant som exponen-
tiell tillvéxt, polynomiell tillvixt (polynom &r ju summor av potensfunk-
tioner) respektive logaritmisk tillvixt. Déarfor r det intressant att veta hur
dessa funktioner beter sig i olika intressanta gransvarden. Tack vare om-
skrivningar racker det att betrakta e” och Inx istallet for allmédnna a” och
log, x, vilket forenklar situationen nagot. Overtyga dig forst om foljande,
dar a > 0.

im e* = oo im z% = oo m lnx = o
l o l a lim 1
Tr—r0oQ0 Tr—r00 r—r00

lim e =0 lim 2% =—-0c0 lim |z]|* =00
r—r—00 xr——00 T—r—0Q0

ime* =e’ = imz% = im Inzx = -
| z 0=1 1 ¢ =0 lim 1
z—0 z—0 z—0t

Fragan &r hur dessa funktioner beter sig i forhallande till varandra.
Néarmare bestamt galler foljande.

Lat a > 0 vara en konstant.

d) lim |z|%e¢" =0, e) lim 2%Inz = 0.
T——00 x—0

Innan vi gar in pa beviset, tolkar vi vad som sker i de olika gransvardena.
I a)-c) gar bade téljaren och ndmnaren mot co. Att grénsvirdet da blir 0
kan tolkas som att ndmnaren gar mot oo snabbare an téljaren och “vinner”
over taljaren. I d) géller |z|* — oo medan e* — 0, sa resultatet tyder pa
att e” “vinner”, medan i e) géller z* — 0 och Inz — —oo, sa héir “vinner”
% Detta kan sammanfattas pa foljande satt.

Exponentialfunktioner vinner 6ver potenser. Potenser vinner Gver
logaritmer.

96



2.9 Exponentialfunktioner och logaritmer

Vi bevisar nu forsta delen av satsen for att ge en idé om hur sadana
satser kan bevisas.

Bevis av Sats 2.30.a) Beviset bygger pa foljande olikheter, som
galler da = > 1:

2
0<lnz < Zzv2
a
Antag att de galler. Vi dividerar alla led med z® och far

Inz 2

0< povs < —CLC(J“/2’

dar forenklat hogerledet. Nar o — oo kommer nu hogerledet att
ga mot 0, eftersom 2%? — oo i ndmnaren. Vinsterledet 0 kommer
forstas ocksa att ga mot 0. Enligt klamsatsen maste det mellersta
ledet ocksa ga mot 0, dvs

1
nx:O,

lim
rz—o00 I
vilket skulle visas.
Lat oss nu visa olikheterna i borjan. Att Inx > 0 da z > 1
géller da In1 = 0 och Inx ar strikt vixande. For att visa olikheten

a/2

2
Inx < —x%* anvander vi ett liknande resonemang, efter att vi flyttat

a
allt till en sida. Vi maste nu visa att

2
2292 _lnz >0
a

forallaxz > 1. Narx =1 ar

2 2
—xa/2—lnx:——0>0,
a a

och nar £ > 1 ar derivatan av vansterledet lika med
oo L@t 1 a1
T T z T

9

vilket ar positivt da x > 1. Vi har alltsa visat att vansterledet ar
positivt da x = 1 och darefter vixande, vilket innebéar att det alltid
ar positivt da x > 1.
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2 Derivatan

df df
f(x) . f(z) I
konstant 0 sin x cos T
" (re R\ {0}) | ra"* cos T —sinx
1 1

NS — tan x

. 1
T SENT aresinx | ———
- ; Vs
e’ er arccosx | — ;
V1 — 2?2
1 1
Inz - arctan x
x 14 22

Tabell 1: Nagra standardderivator

Vi har nu lart oss ett antal derivator av grundlaggande funktioner. Dessa
“standardderivator”, som vi har i Tabell 1 ovan, bor man lara sig. Ut-
trycken i tabellen géller overallt dar funktionen ar deriverbar.

2.10 Lokala och globala extrempunkter

Vi paborjar nu en narmare studie av funktioner, dar vi anvander infor-
mationen fran funktionen och dess derivator for att forsta hur funktionen
beter sig. Vi borjar med att anvanda derivatan for att hitta lokala maxima
och minima (dessa moétte vi forst i Definition 1.18; de kallas med ett gemen-
samt namn for lokala extrempunkter). Givet en funktion f definierad
pa ett intervall I, undrar vi: var kan funktionen ha lokala maxima och
minima?

Fran Sats 2.15 vet vi att om x( ar en lokal extrempunkt dar f ar de-
riverbar, sa maste f'(zg) = 0. Satsen forutsétter att f ar definierad pa ett
intervall (a,b) dar zo ingar, dvs att f &r definierad pa bada sidor om .
Men extrempunkter kan finnas dar f inte ar deriverbar, eller dar f bara ar
definierad pa ena sidan om punkten, som i foljande exempel.
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2.10 Lokala och globala extrempunkter

Exempel 2.10.1

Betrakta f : [—1,2] — R som ges
av f(x) = |z|. Pa intervallet [—1, 2] . ()
har funktionen ett lokalt minimum
iz =0 (dir f inte &r deriverbar), (ko)
och lokala maxima i andpunkterna
x = —1 och z = 2. (Forresten har
f absolut minimum i z = 0 och ab-
solut maximum i z = 2.)

91 (0,.0). 1

Vi ger namn at dessa typer av punkter.

Definition 2.31

Lat f vara en funktion och xy en punkt i definitionsméngden till f.
Punkten zq kallas for
e en kritisk punkt till f om f'(x¢) =0, och

e en singular punkt till f om f'(z¢) inte existerar.

Detta visar sig tacka alla mojligheter, enligt nasta sats.

Om z ar en lokal maxpunkt eller minpunkt till f, sa ar zy antingen
en kritisk punkt, en singular punkt, eller en dndpunkt till nagot
intervall i definitionsmangden.

Bevis: Om z( ar en lokal extrempunkt som inte ar en andpunkt
eller en singular punkt, sa ar f definierad pa bada sidor om g, och
deriverbar i xg. Men da sdger Sats 2.15 att xy ar en kritisk punkt.
Darmed ar varje lokal extrempunkt en andpunkt, singular punkt,
eller kritisk punkt.

Observera att satsen inte sager att varje andpunkt, singular punkt eller
kritisk punkt nodvandigtvis ar en lokal extrempunkt. Implikationen gar
bara at ena hallet, som nésta exempel visar.
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2 Derivatan

Exempel 2.10.2

Antag att vi vill bestimma lokala extrempunkter till f(z) = 2 pa
intervallet [—2,2]. Funktionen &r deriverbar éverallt och f'(x) = 322
som ar noll precis da z = 0. Darmed har vi:

e cn kritisk punkt i x = 0.

e inga singulara punkter, och
e de tva andpunkterna xr = +2.

For att avgora vilka som &r extrempunkter, och vad for slags extrem-
punkter de dr (max eller min) gor vi ett teckenstudium av derivatan:

x| =2 0 2
f'(x) + 0 +
f(z) | min 7 terrass  max

(Har symboliserar ' att funktionen &r o] (215)
viaxande och “\ att den &r avtagande.)
Fran derivatans tecken vet vi om funktionen

ar strangt vaxande eller strangt avtagande (0.0)
mellan de olika punkterna, vilket pilarna in- SEnES! 8
dikerar. Sa kan vi dra slutsatsen att funk- s
tionen har ett minimum i z = —2 och ett (—2-—8)1

-10

maximum i x = 2, men ingen extrempunkt

i x = 0, eftersom funktionen inte “vénder” (dvs gar fran vixande
till avtagande eller omvéant) dér. En sadan punkt kallas for en ter-
rasspunkt.

J

Denna metod fungerar for att bestamma lokala extrempunkter. Kom
ihag att Sats 1.17 siager att kontinuerliga funktioner pa slutna, begréansade
intervall alltid har globala max- och minpunkter. Sadana globala extrem-
punkter kan man hitta genom att bestamma de lokala extrempunkterna
forst, och sedan valja de punkter dar funktionsvardet ar som storst respek-
tive minst.

Exempel 2.10.3

Bestam alla lokala och globala extrempunkter till f(z) = 2% —22?—3
pa intervallet [—2, 3].
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2.10 Lokala och globala extrempunkter

Losning. Vi tar forst reda pa lokala extrempunkter. Intervallet
har tva andpunkter, —2 och 3. Funktionen &r ett polynom och ar
darfor deriverbar 6verallt, med derivata

f'(z) = 42® — 42 = 4z(2® — 1) = 4z(z + 1)(z — 1)

och tack vare faktoriseringen ser vi att den har nollstallena 0, 1 och
—1.

Eftersom det saknas singulara punkter vet vi att om zy ar en ex-
trempunkt sa géller xy € {—2,—1,0,1,3}. Vi gor ett teckenstudium:

x| -2 1 0 1 2
4z - = = o + + +
z+1 - 0 + 4+ + + o+
z—1 - = = = = b 4+
f(z) = 0 = 0 = 0O &
f(z) |max \, min 7 max \, min " max

Notera hur faktoriseringen av derivatan gjorde att vi kunde mul-
tiplicera ihop derivatans tecken fran faktorernas tecken. Vi rdaknar
ut funktionsvardena i vara nyfunna lokala extrempunkter.

f(=2)=5, f(-1)=—-4, f(0)=-3, f(1)=—4 och f(3)=60.

Svar. Funktionen har lokala maxima i —3, 0 och 2, och lokala
minima i —1 och 1. Funktionsvardena i dessa punkter ar listade
ovan. Globalt maximum &r 60 och antas i x = 3, medan globalt
minimum ar —4 och antas i x = —1 och z = 1.

Notera att denna information racker for att rita en grov skiss av funktio-
nens graf. (Prova gérna detta!) I nésta avsnitt ska vi ta in information fran
andraderivatan for att forfina sadana skisser. Innan dess tar vi ett exempel
pa en funktion vars definitionsmangd inte ar sluten och begransad.

Exempel 2.10.4

Antag att vi vill bestdmma globala max- och minpunkter till funk-
tionen f(x) = ze~® pa hela R. Nu finns det inga dndpunkter, och
f ér deriverbar 6verallt. Kontrollera att f/(x) = (1 — 22%)e™*" med
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2 Derivatan

L

nollstallen i x = +—=. Funktionsvardena i dessa punkter ar

S

f(\/Li) = %6*5 och f(—\/Li) = —\%e :

N

men ar dessa verkligen globala extrempunkter? Eftersom intervallet
inte ar slutet och begransat skulle funktionen kunna sakna globala
extrempunkter, om den vaxer Gver L¢3 eller avtar under —\%6_%
nar r — oo eller x — —o0. Vi kollar darfor dessa gransvarden. Nar
x — oo eller x — —oo gar —a? — —o0, sa vi kan resonera utifran
Sats 2.30 att

lim f(xz)=0.

r—+o0

Dérmed vet vi att de tva punkter vi fann ar globalt maximum och
minimum. Funktionens graf ser ut som foljer.

2.11 Konkavitet och inflexion

I figuren till hoger syns graferna till funktion- /

erna f(r) = 2% och g(z) = \/z for x > 0. Bada
funktionerna &r positiva och bada ar vaxande,
men de ser anda olika ut. Funktionen f(z) = 22

vaxer snabbare och snabbare: dess derivata
f'(z) = 2z &risig vixande. A andra sidan viixer
g(x) = y/x langsammare och langsammare pa

grund av att dess derivata ¢'(r) = 1= ir av-

2z g
tagande. Geometriskt leder detta till att den

forsta grafen “kroker uppat” och den andra nedat. Sedda nerifran ser
y = x? ut som en konvex lins, och y = v/ som en konkav lins. Man lanar

darfor dessa ord fran optiken till f6ljande definition.
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Definition 2.33

En funktion kallas konvex pa ett intervall om den &r deriverbar dar
och derivatan ar vaxande pa intervallet. En funktion kallas konkav
pa ett intervall om den ar deriverbar dar och derivatan ar avtagande
pa intervallet.

Pa engelska sdger man concave up istéllet for konvex, och concave down
istallet for konkav. Gemensamt talar man om funktionens konkavitet
nar man talar om huruvida den &ar konvex eller konkav. Pa svenska kan
man komma ihag definitionen genom att konvexa funktioner har vaxande
derivata, och konkava funktioner har avtagande derivata.?

Exempel 2.11.1

Funktionen f(x) = sinz &r konvex dér sinz < 0 och konkav dér
sinx > 0. Det dr namligen pa dessa intervall som derivatan cos x ar
vaxande respektive avtagande.

: \
\ 17

Fran detta exempel inser vi tva saker. Det ena &ar att en funktion kan
byta konkavitet i vissa punkter. Det andra ar att vi behover en behandigare
metod att avgora var en funktion ar konvex eller konkav. Vi borjar med
den forsta.

Definition 2.34

Man séager att funktionen f har en inflexionspunkt i xy om kurvan
y = f(z) har en tangent dér, &r konvex pa ena sidan om xy och
konkav pa andra sidan.

2Denna minnesregel, liksom det mesta i denna kurs, har jag lirt mig av min eminente
analyslarare Gunnar Berg.
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Att vi kraver att kurvan har en tangent,
snarare an att f ska vara deriverbar, ar for
att tillata att tangenten ar vertikal. T ex har

flz) = ¥V = l’% i figuren till hoger en inflex-
ionspunkt i 0. Observera att en funktion kan
byta konkavitet utan att ha en inflexionspunkt.
Funktionen g(z) = 2 dr konvex pa (0, 00) och
konkav pa (—o0, 0) (vilket man kan komma fram
till med hjilp av nésta sats), men eftersom den inte &r definierad i = 0

kan den givetvis inte ha en inflexionspunkt dér.

Andraderivatan hanger samman med konkavitet pa foljande satt.

a) Om f”(x) > 0 pa ett intervall, sa dr f konvex pa intervallet.
b) Om f”(z) < 0 pa ett intervall, sa &r f konkav pa intervallet.

¢) Om c ér en inflexionspunkt och f”(c) ar definierad, sa é&r

f"(c) = 0.

Bevis: Notera att f” ar derivatan av f’.

Om f”(z) > 0 pa ett intervall foljer det déarfor fran Sats 2.18 att
f" ar vaxande pa intervallet, vilket dr definitionen av att f adr konvex
dér. Detta visar a), och b) visas pa samma sétt.

Beviset for c) ar lite mer intrikat. Antag att ¢ &r en inflexion-
spunkt. Detta innebar att f overgar fran konvex till konkav, eller
tvartom, i den punkten. Per definition betyder det att f’ 6vergar
fran vaxande till avtagande, eller tvirtom, i den punkten, dvs att ¢
ar en lokal max- eller minpunkt for f’. Eftersom f” ar derivatan av
1’ ger Sats 2.15 att f"(c) = 0.

Observera vilket hall implikationerna gar at. Del ¢) siger t ex inte att
varje punkt dar f”(c¢) = 0 &r en inflexionspunkt. Exempelvis uppfyller
f(z) = 2t att f’(x) = 1222 > 0 for alla x, sa f ar konvex overallt (och
har alltsa inga inflexionspunkter), trots att f”(0) = 0. Detta paminner
om diskussionen om terrasspunkter, och det ar ingen slump: derivatan
f'(z) = 42® har en terrasspunkt i origo.
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Exempel 2.11.2

Funktionen f : R — R ges av f(z) = 2* —223+1. Avgor var funktio-
nen ar vaxande och avtagande och bestam alla lokala extrempunkter.
Avgor aven var funktionen ar konvex och konkav och bestam alla in-
flexionspunkter.

Losning. Bade f’ och f” ar deriverbara overallt och intervallet
har inga &ndpunkter. Vi undersoker alltsa var f’ och f” &r positiva,
negativa eller 0.

Vi bestammer derivatan f'(z) = 423 — 622 = 222(2z — 3), vars
nollstéllen &r 0 och 2. Sedan bestdmmer vi andraderivatan f”(z) =
1222 — 12z = 12z(x — 1), vars nollstallen &r 0 och 1. Sedan gor vi
ett teckenstudium.

7 0 1 %
fl(x) | — 0 - - - 0 +
f(x) | + 0 — 0 SR S
flz) |\ terrass N N\, min
f(z) | — inflexion ~ inflexion — — —

(Har symboliserar alltsa — att funktionen dr konvex och — att
den ar konkav.)

Slutsats Funktionen &r avtagande pa (—oo, %] och vaxande pa

[%, o0), med en minimipunkt i x = % Den ér konvex pa (—oo,0] U

[1,00) och konkav pa [0, 1], med inflexionspunkter i z = 0 och x = 1.

2.12 Hur paverkar funktionens olika delar
grafens utseende?

Som avsnitten ovan visar, ger derivatan f’ och andraderivatan f” my-
cket information om hur funktionen f beter sig och hur grafen till f, dvs
y = f(x) ser ut. Mycket information kan man ocksa fa ut fran f sjélv,
t ex med hjilp av lampliga gransviarden. Malet med detta avsnitt ar att
systematiskt ta reda pa denna information och anvanda den for att skissa
grafen y = f(z) sa noga som mojligt. Aven om det idag finns bra verk-
tyg for att skissa grafer, ar detta en viktig kunskap som bidrar till en god
matematisk intuition. Framforallt 1ar man sig avgora vilka egenskaper och
parametrar hos funktionen som styr vilka beteenden, vilket ar avgorande i
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tillampningar dar sadana parametrar kan varieras.
Vi sammanfattar vilken information vi kan fa ut om funktionen. De
flesta av begreppen nedan har vi redan stott pa.

Antag att vi vill skissa grafen y = f(x).
e Fran f(x) far vi information om definitionsméngd, skarningar
med koordinataxlarna, symmetrier och asymptoter.

e Fran f’(x) far vi information om kritiska punkter, singuldra
punkter, var f ar vixande/avtagande, samt eventuella extrem-
punkter.

e Fran f”(z) far vi information om konkavitet och inflexion-
spunkter.

Lat oss ga igenom dessa punkter.

Definitionsmangd och skarning med koordinataxlarna Detta hand-
lar om var funktionen ér definierad och var den skér y-axeln (dvs f(0)) och
z-axeln (dvs var f(x) =0).

Symmetri Om funktionen ar symmetrisk pa nagot satt, forenklar detta
arbetet med att skissa grafen. Vi fokuserar pa om funktionen ar udda,
jamn eller ingetdera (se Definition 0.6). Ibland &r det relevant att betrakta
periodicitet, dvs om funktionen ar periodisk med period P, vilket innebar
att f(xr + P) = f(x) for alla = i definitionsméngden. Detta ar framst
relevant for trigonometriska funktioner, dar t ex cos och sin ar periodiska
med period 27.

Asymptoter Vi definierade vertikala och horisontella asymptoter i Defi-
nition 1.10. Vertikala asymptoter beskriver var f(x) gar mot odndligheten,
medan horisontella asymptoter innebar att funktionsgrafen foljer en ho-
risontell linje da x — oo eller z — —oo. Att rita ut dessa linjer hjalper i
skissandet av funktionen. Istéllet for horisontella asymptoter kan en funk-
tion ha sneda asymptoter, vilket innebar att grafen foljer en sned linje da
x — o0 eller ¥ — —oo. Vi har inte pratat om sneda asymptoter &n, och
en precis definition kommer nedan.
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Kritiska och singulara punkter, extrempunkter samt tillvaxt och
avtagande Att veta var funktionen ar vixande och avtagande, och var
den har eventuella lokala och globala max- och minpunkter, ar avgorande
for att kunna rita grafen. Detta ar vad vi gjorde i Avsnitt 2.10.

Konkavitet och inflexion Vetskap om var funktionen ar konvex och
konkav, och var eventuella inflexionspunkter finns, ger en mer finstamd
information om grafens utseende. Detta gick vi igenom i Avsnitt 2.11.

Exempel 2.12.1

. : w =1 : i =

For att skissa kurvan y = satter vi f(x) =
x2+1 x?

informationen ovan. Vi borjar med informationen vi far fran f(z).
Definitionsmangd Funktionen f ar definierad for alla x € R, dvs
Dy =R.
Skarning med koordinataxlarna Kurvan skar y-axeln dar y =
f(0) = 82;} = —1. Den skir x-axeln dir f(z) = 0, dvs dar taljaren
22 — 1 har nollstéllen, vilket &r i x = +1.
Symmetri Vi beraknar

1
] och tar ut

(—z)2—-1 22-1

e e R L)

vilket innebar att funktionen ar jamn.
Asymptoter Eftersom D; = R kan funktionen inte ga mot oo
eller —oo da x gar mot nagot a € R fran nagon sida. Darfor saknas
vertikala asymptoter.

Vi undersoker vad som hénder da z — +oo:
21 21-L) o 1-3

lim = lim = lim =
och detsamma galler da * — —oo pa grund av symmetrin. Alltsa
har kurvan den horisontella asymptoten y = 1 bade da x — oo och

da z — —oo0.

Vi fortsétter med informationen vi far fran f'(x) och f”(z), genom
att berakna dessa derivator och gora teckenstudium. For att effek-
tivisera arbetet gor vi bada teckenstudier samtidigt. Vi lamnar det
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som Ovning att berdkna

4x 4 — 1222

f(z) = @17 och f"(z)= @),

och ser att derivatan har ett nollstalle i x = 0, och andraderivatan
har nollstéllen i x = i\%, dar 4 — 1222 = 0.

T — \/Lg 0 \/Lg
fl(z) | — — = O < + +
ffe)l- o + + + o0 -
fl@) |\ ¢ N\ min /! /!
f(x) | ~ inflexion — — — inflexion —~

Utgaende fran denna information kan man nu skissa kurvan. For
att gora det battre markerar vi forst skarningar, asymptoter och lik-
nande, och berdknar ocksa funktionsvardet i de speciella punkterna
(minpunkt och inflexionspunkter): vi vet redan att f(0) = —1, och
genom insattning far vi

En handritad skiss kan da se ut som foljer. Kontrollera giarna hur
informationen anvants i skissen, och jamfér med en graf ritad i ett
datorprogram.
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Sneda asymptoter

Fran Definition 1.10 vet vi att en funktion kan ha en horisontell asymptot
y = m da x — oo, namligen om mh_}rgo f(z) =m, dvs om wh_}rgo f(z)—m =0.
Detta betyder alltsa att avstandet mellan kurvan y = f(z) och linjen y = m
gar mot 0 da = — oo. Horisontella asymptoter da x* — —oco definierades
pa liknande séatt.

Betrakta graferna till f(z) = X + 3 (till vénster) och g(z) = L +2+3
(till hoger).

15 15 V4

B IBEAl

5. :V

— .t q—| — —t——] L .’l

A
V7.

,10..15/... [ 10 [ s

Vad héander da z — oo? Eftersom % — 0 galler att %—1— 3 — 3, dvs
f(x) =3 — 0, vilket man ser pa att grafen y = f(x) ndrmar sig den
streckade linjen y = 3. Grafen till hoger narmar sig den streckade linjen
y = x + 3, eftersom g(x) = %—I—J + 3. Vi kan inte riktigt skriva att g(x) —
r+3 dax — oo, eftersom z till hoger om pilen ocksa gar mot co. Daremot
giller det att f(z) — (z+3) — 0 da x — oo. Detta baddar for féljande

definition.

Definition 2.36

Lat k£ och m vara reella konstanter med & # 0.
Vi sager att linjen y = kx +m ar en sned asymptot till kurvan
y = f(z) da z — oo ifall

lim (f(z) — (kx +m)) =0,

T—00
eller med andra ord lim (f(z) — kz) = m.
T—00

Vi sager att linjen y = kx +m ar en sned asymptot till kurvan
y = f(z) da x — —oo ifall lim (f(x) — (kx +m)) = 0, eller med
T——00
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2 Derivatan

andra ord lim (f(z) — kz) = m..

T—r—00

Observera att om k = 0 far vi tillbaka definitionen av en horisontell
asymptot.

Hur beréknar vi sneda asymptoter? Funktionen g(z) = L + x + 3 har
ett utseende som gor det lattare att se att vi har en sned asymptot. Den
ar namligen pa formen

g(x) = (nagot som gar mot 0 da x — o0) + kx +m

vilket gor den sneda asymptoten latt att lasa av. I allmanhet kan man
anvanda foljande sats for att undersdka om det finns en sned asymptot,
och berakna k och m.

Om y = kx + m &r en sned asymptot till y = f(x), sa ar

k = lim M

r—00 I

Motsvarande galler da x — —oc.

Bevis: Att y = kx+m &r en sned asymptot innebér att lim (f(z)—
T—r00

(kx +m)) = 0. Om (f(x) — (kx +m)) — 0 sa géller ocksa att
(f(z) — (kz +m))/x — 0 pga att x — oo, dvs

k
Eftersom — = k och & — 0 s ger detta
x x

lim (M —k) =0,

T—00 €T

x
dvs k = lim M Detta visar satsen da x — oco. Motsvarande
rx—0o0

fungerar da xr — —oo.
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2.12 Hur paverkar funktionens olika delar grafens utseende?

Nér man ska undersoka beteendet hos f(z) da x — oo ar det darfor
rimligt att:
1. Borja med att undersdka lim f(z). Om detta gransvirde ex-
T—r00

isterar finns det en horisontell asymptot.

2. Om det inte finns en horisontell asymptot undersoker vi

gransvardet lim M Om det existerar kallar vi det for k,
—r00

x
och underséker gransvérdet lim (f(z) — kz) for det vérde pa
T—00
k vi just fann. Om det existerar (dvs &r lika med ett reellt tal
m), sa ar y = kx + m en sned asymptot, enligt definitionen

ovan. Annars finns det ingen asymptot da x — oco.

Detta upprepar man sedan for x — —oo.

Notera att bade horisontella och sneda asymptoter beskriver funktionens
beteende da x — oo eller # — —oo. Vertikala asymptoter ar annorlunda:
de beskriver funktionens beteende da x — a (fran ena eller bada hallen)
ifall funktionsvardet gar mot oo eller —oo dar. Att bestamma vertikala
asymptoter ar alltsa oberoende av ovanstaende, och man underscker da
sadana a € R dar funktionen inte ar definierad och riskerar att ga mot
+o0.

Exempel 2.12.3

3 3

For att skissa kurvan y = ; — 1 satter vi f(z) = iQ — : och arbetar
som i Exempel 2.12.1. Vi borjar med informationen vi far fran f(z).
Definitionsmangd Funktionen f ar definierad for alla z € R
utom dar 22 =1, dvs Dy =R\ {—1,1}.

Skarning med koordinataxlarna Kurvan skar y-axeln dar y =
f(0) = 83:% = 1. For att hitta skdrningar med z-axeln underséker vi
taljarens nollstéllen: x3 — 1 har ett nollstalle i # = 1 och &ar strangt
vaxande, sa den har inga andra nollstdllen. Men vi sag just att
funktionen inte ar definierad da = = 1, sa f har inga skarningar med
x-axeln.

Symmetri Om vi berdknar f(—z) ser vi inga uppenbara samband

med f(x) och det verkar dérfor inte som att funktionen ar udda eller
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jamn.

Asymptoter For att bestamma vertikala asymptoter undersoker
vi griansvardena da x — 1 och *+ — —1. For att lattare gora
detta faktoriserar vi taljare och namnare. Vad galler namnaren ger
konjugatregeln att 22 — 1 = (z — 1)(x + 1). Vad galler taljaren
vet vi att x = 1 ar ett nollstélle, sa enligt faktorsatsen ar x — 1
en faktor. Med polynomdivision (kontrollera gérna detta) far man
23— 1= (x—1)(2? + x+1). Pa f:s definitionsmingd galler alltsa

(z—1)(z*+2+1) z*+z+1

f(@) = (z—1)(z+1) z+1

Vi kan nu berakna gransvardet da z — 1 genom insattning:

B i) = &

rz—1 2 ’
sa det finns ingen vertikal asymptot vid x = 1. Nar x — —1 gar
téaljaren mot 1, och ndmnaren mot 0. Ndmnaren, och ddrmed f(z),
ar positiv till hoger om 1 och negativ till vanster, sa
i 1) =00 och i f(r) = —ox

sa kurvan har en vertikal asymptot x = —1.

Vi soker nu horisontella och sneda asymptoter. Da x — oo har
vi
2t ta+l P44 %) 2(l45+ %)
- oz+1 a1+ 14!
som gar mot co da x — oo och mot —oo da x — —oo. Darfor har
vi inga horisontella asymptoter. (Detta kunde vi ocksa se fran grad-
skillnaden mellan téljare och ndmnare.) For att soka sned asymptot
da x — oo delar vi med x ovan, och far

 fe) . 2141+ )
lim = lim ———

()

= 1.

Dérfor har vi en mojlig sned asymptot y = 1lx +m da x — oco. Vi
berdknar gransvirdet av f(z) — la:

. 4+l . +r+l-z(x+1) 1
lim ——— — 2= lim = lim =0
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2.13 Tillampning: optimering

Darfoér har vi en sned asymptot y = 1z + 0, dvs y = z, da * — oc.
Med liknande berdkningar far vi aven y = x som sned asymptot da
T — —00.

Vi fortsitter med informationen vi far fran f’(z) och f”(x), genom
att berakna dessa derivator och gora teckenstudium. For att effek-
tivisera arbetet gor vi bada teckenstudier samtidigt. Eftersom z = 1
inte ingar i definitionsméngden kan vi dven i fortsattningen arbeta
med uttrycket dar vi forkortat bort (z — 1). Enligt Anmérkning
2.2.1 kan vi anvanda vanliga deriveringsregler eftersom defini-
tionsméangden ar unionen av tva Oppna intervall. Vi lamnar det
som 6vning att berdkna

/ [L’(ZL’ —"_ 2) " 2
f(x)—m och f(x)—m,
vilket galler for alla x utom z = +1, dér inte ens f(z) &r definierat.
Vi ser att derivatan har nollstéllen i x = 0 och x = —2, och att
andraderivatan saknar nollstéllen.
x —2 -1 0 1
wl= = = = = 0 + =+ =+
z+2| - 0 4+ + + + + + o+
g+l - — — 0 + + + + +
ffley| + 0 — odef — 0 + odef +
f(x) | — — odef + + + odef +
f(z) | /4 max N\, odef \, min * odef
flx)| ~ ~ ~ odef — — — odef —

I de intressanta punkterna —2 och 0 ar f(—2) = —3 och f(0) =
1. Nu har vi all information for att skissa kurvan, vilket lasaren
uppmanas att gora. I samband med det kan det vara en bra idé att
sammanfatta alla stegen i denna omfattande berakning.

2.13 Tillampning: optimering

Optimeringsproblem &r problem dar man vill bestdmma det storsta eller
minsta varde som en viss funktion antar. Malet ar att optimera, dvs
soka det basta, i en viss situation. Sadana problem &ar mycket vanliga i
tillampningar, som till exempel
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e vilken form ska en cylindrisk behallare av aluminium ha for att
kunna rymma 1 liter med minsta mdjliga area (for att minimera
aluminiumatgangen);

e vilken form ska en solcell ha for att, med en given materialatgang,
ha storsta maojliga effekt,

och liknande. I och med Sats 2.32 har vi alla verktyg for att 16sa sadana
problem, och vi illustrerar detta med ett par exempel.

Exempel 2.13.1

Ett fotbollsmal bestar av en ribba och tva stolpar som har en sam-
manlagd langd pa 12 meter. Bestam den hojd och bredd pa malet
som ger storsta mojliga area.

Losning. Vi infor forst nagra beteckningar: vart mal (dvs fot-
bollsmalet) ar rektangulért, och vi kallar dess bas for b och dess hojd
for h. Allt méts i meter. Vart mal (dvs var avsikt) ar att hitta
globalt maximum av arean

A =bh

under villkoret att den totala lingden (tva stolpar och en ribba) ska

vara 12 meter, dvs
b+ 2h =12.

Vi anvander detta villkor for att losa ut ena variabeln, t ex b =
12 — 2h, vilket ger oss arean som en funktion av en variabel

A= A(h) = (12 — 2h)h = 12h — h*.

Definitionsméangden bestar av alla mojliga viarden pa h: det min-
sta virdet &r 0 m (ribban liggs pa marken) och det stérsta majliga
véardet dr 6 m (tva stolpar, vardera 6 meter hog, placeras alldeles in-
till varandra utan ribba). Definitionsméngden &r alltsa [0,6]. Detta
ar ett slutet och begréansat intervall, och funktionen A(h) ar kontin-
uerlig, eftersom den ar ett polynom, sa enligt Sats 1.17 har funktio-
nen ett globalt maximum pa intervallet. Enligt Sats 2.32 behover vi
undersoka
a) andpunkter: A(0) = 12-0 — 2 - 0> = 0 (kvadratmeter) och
A(6) =12-6 —2-6* = 0. Som véntat blir arean 0 i de ovan
namnda extremfallen;
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2.13 Tillampning: optimering

b) singuldra punkter: dessa dr punkter dar funktionen inte &r
deriverbar, vilka inte finns da funktionen &r ett polynom;

c) kritiska punkter: dessa dr punkter dér derivatan ar 0, dvs
A'(h) = 12 —4h = 0, dvs h = 3. Arean ar da A(3) =
12-3—-2-32=18.

Av virdena vi hittade ovan &r alltsa A(3) det storsta. Slutsatsen
blir att arean &r som storst nér stolparnas hojd ar 3 meter (vilket
ger b = 6, dvs en 6 meter lang ribba). Arean ar da 18 kvadratmeter.

\ 7

Exemplet illustrerar en allman metod, som kan sammanfattas som foljer:

1. Infér beteckningar och ta fram ett uttryck (en formel) f6r den storhet
som ska maximeras eller minimeras. Rita garna en figur.

2. Anvénd givna villkor sa att den storheten kan uttryckas som en funk-
tion av en variabel. Har ingar att ange definitionsméangden.

3. Bestam vardet i eventuella andpunkter, singulara punkter och kri-
tiska punkter.

4. Avgor vilket varde som ar storst eller minst, och motivera varfor.

I den sista punkten handlar motiveringen om att visa att det maste
existera ett maximum eller minimum. For kontinuerliga funktioner pa
slutna, begransade intervall foljer detta direkt fran Sats 1.17. I andra fall
maste man argumentera pa nagot annat satt, som i nasta exempel.

Exempel 2.13.2

En aluminiumbehallare i form av en cirkuldr cylinder, med topp-
och bottenskiva, ska rymma 1 kubikmeter. Bestdm den form pa
cylindern som minimerar behallarens yta.
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Losning.

1. Vi kallar cylinderns hojd for h och basens radie for r, som vi

skrivit in i figuren ovan. Cylinderns yta bestar av mantelytan,
som har arean av en rektangel med hojd h och bas 27r, dvs
arean 27rh (basskivans omkrets), samt topp- och bottenskivan,
som &r tva cirkelskivor med radien r, dvs arean 7r? vardera.
Sammanlagt &r

A = 2mrrh + 2mr?.

. Volymen av cylindern ar basarean ganger hojden, dvs wr2h.

Fran villkoret att denna ska vara lika med 1 far vi

h:

Tr?

vilket vi sdtter in i uttrycket for arean och far

A=A(r) = 27‘("/“% +27mr? = 2 + 2712,
r r

Vad géller definitionsméngden sa &r r > 0 (om r = 0 blir
volymen 0, vilket strider mot att den ska vara 1 och dessutom
orsakar problem for kvoten %; daremot kan radien vara hur
liten eller stor som helst sa lange den &r positiv, eftersom man
kan kompensera detta med tillrickligt stor eller liten héjd).
Definitionsméangden é&r alltsa (0, c0).

. Intervallet har inga &ndpunkter, och A(r) ar deriverbar i alla

r > 0, med

2 2
Al(r) = —= +4rr = S (27r° — 1).
r r

Dérmed finns det inga singuldra punkter (da r # 0 pa defini-
tionsméngden), och ekvationen A’(r) = 0 ar ekvivalent med

2mrd —1 =0

som ger oss en kritisk punkt r = — = Eftersom defini-
i

tionsméngden inte dr sluten och begransad maste vi motivera

varfor detta ar en minimipunkt. Vi gor ett teckenstudium pa

intervallet (0, 00):




2.14 Att approximera funktioner: linjarisering

r

V2n
23 -1 — 0+
Ary|— 0 +
A(r) |y min

Darmed ar punkten vi hittat verkligen ett minimum, som
maste vara ett absolut minimum eftersom det ar den enda ex-
trempunkten. For minimal yta ska alltsa behallaren ha radien

r= \3/%7 meter, och darfor héjden
h_i_ 32%2_5_ 3 é
=— = ==
r s 3 ™
meter.

J

Kontrollen vi gjorde i exemplet behovs for att visa att punkten mycket
riktigt ar ett minimum. Att intervallet inte ar slutet och begransat gor
namligen att det inte ar garanterat att det finns ett minimum och ett
maximum. [ detta fall finns inget maximum — fran uttrycket for A(r) far
man att A(r) — oo bade da r — 07 och da r — co. Detta &r rimligt: man
kan fa arean godtyckligt stor satt genom att gora radien tillrackligt stor och
hojden tillrackligt liten, eller vice versa. (Detta obegransade sloseri borde
kanske kallas for en pessimering i motsats till en optimering.) Slutsatsen
ar att det inte alltid ar givet att globala maxima och minima finns.

2.14 Att approximera funktioner:
linjarisering

Malet med detta och nésta avsnitt ar att approximera® funktioner med
enklare funktioner. Detta ar inte minst anvdndbart i manga modeller-
ingsproblem: ett fenomen modelleras av en funktion som ar relativt kom-
plicerad, sa man approximerar den med en annan funktion som &r enklare.
Det galler da att avrundningsfelet inte ar for stort, i alla fall inte i ndrheten
av nagon utgangspunkt.

3Att approximera, fran latinets prozimus i betydelsen ytterst néra, handlar om ett
slags avrundning. Att approximera f med g betyder alltsa att anvdnda g som ett
narmevarde till f.

117



2 Derivatan

Givet en funktion f och en punkt a i definitionsmangden till f soker
en “enklare” funktion g sa att f(z) =~ g(x) sa lange = ar néra a.

Den kanske enklaste typen av approximation \ o [~/
ar linjarapproximation, dar man approximerar /
en funktion med en linje. Antag exempelvis att
vi vill approximera f(z) = z? i nirheten av a =
1 med en linje. I figuren till hoger har vi ritat

kurvan y = 22, tillsammans med tangentlinjen 4 & ©
i punkten x = 1. Detta ger en till synes bra /
approximation i narheten av x = 1. I allmanhet /

kan man alltid valja tangentlinjen i * = a, sa
lainge funktionen &ar deriverbar i a. Denna linje gar genom (a, f(a)) och
har lutning f’(a), och en ekvation for den linjen &r darfor

y—[fla) = fa)(z —a) <=y = f(a) + ['(a)(x — a)

och vi tar detta i var definition av linjarapproximationen.

Definition 2.38

Om funktionen f ar deriverbar i a, sa definieras linjariseringen av
f kring a som funktionen

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Approximationen f(z) ~ L(x) kallas for linjirapproximationen
av f kring a.

I linjarapproximationen av f kring a approximeras funktionen f av
tangentlinjen till f i a, forutsatt att f ar deriverbar dar.

Exempel 2.14.1

Berékna linjariseringen av f(z) = e* kring = 0.
Losning. Med f(x) = €” har vi f'(x) = ¢, sa f(0) = 1 och
1(0) = 1. Detta ger

L(z) = f(0)+ f(0)(z—0)=14+1:-(z —0) =1+ =.
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2.14 Att approximera funktioner: linjarisering

Exempel 2.14.2

Bestéam linjariseringen av f(x) = 3z 4+ 7 kring = = 2.
Losning. Vi beréknar f(2) = 3-2+ 7 = 12. Derivatan f'(z) = 3
ar konstant, sa f'(2) = 3. Vi far darfor

L(z) = f2)+ f(2)(z—2) = 1243 - (z—2) = 12432 -6 =3z + 7.

Vi fick alltsa tillbaka f(x), vilket ar rimligt med tanke pa att y =
f(z) redan ar en rat linje.

[ allménhet géller att linjariseringen av f(x) = kx+m kring vilken punkt
som helst ar y = kx + m: den basta approximationen av en rat linje med
en rat linje far man genom att anvanda samma rata linje! Detta ar ett
tecken pa att linjariseringen &ar definierad pa ett bra sétt.

e [ linjariseringen

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

ar alltsa f(a) och f’(a) reella tal. Den enda forekomsten av
variabeln x &r i parentesen (z —a) som multipliceras med f’(a).

e Att y = L(x) ar tangentlinjen till y = f(x) i a innebér att

L(a) = f(a) och L'(a) = f'(a)

det vill sdga att L och f bade har samma vdrde och samma
derivata 1 a. Lasaren uppmanas att kontrollera detta genom
att derivera L(x) och séttain z = a i L(z) och L'(x). Eftersom
en linje ar helt bestamd av dess varde i en punkt och dess
lutning (derivata) i den punkten, innebéar detta att L beter sig
“sa likt f som en linje kan gora” i punkten a.

Linjariseringen ar anvéndbar eftersom den ar mycket lattare att rakna
med, och programmera, an den allmanna funktionen man borjar med. Vi
illustrerar detta med ett exempel.
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Exempel 2.14.4

Anvind linjarapproximationen av f(z) = /x kring en lamplig punkt
for att berdkna ett ungefirligt virde pa v/26.

Losning. Eftersom 26 =~ 25, vars kvadratrot ar latt att berédkna,
anvinder vi linjirapproximationen kring 25. Vi har f(25) = /25 =
5, och fran f'(z) = ﬁ far vi f'(25) = 5. Linjariseringen ér alltsa

L(z) =5+ 55(x — 25)

sa
L(26) =5+ £(26 —25) =5+ & = 2L

Linjarapproximationen ger alltsa att v/26 ~ 21 = 5.1.

Man kan fraga sig hur stort avrundningsfelet ar i denna approximation.
Det exakta vérdet, avrundat till tre decimaler, &r 5.099, men oftast har man
inte tillgang till det exakta vérdet (och det ar darfér man approximerar).
Kan man &nda sdga nagot om avrundningsfelet? En av styrkorna med
linjarapproximationen ar att man kan det, vilket vi ska titta pa harnast.

Felet i en approximation

Néar man gor en approximation far man ett avrundningsfel, som definieras
som mellanskillnaden mellan det exakta vardet och det avrundade vardet:

Felet = exakta vardet — approximerade vérdet.

Om man t ex avrundar 9.15 till 9, dvs gor approximationen 9.15 ~ 9,
ar felet 9.15 — 9 = 0.15. Om man istéllet avrundar 8.85 till 9, sa ar felet
8.85 — 9 = —0.15. Felet kommer alltsa med ett tecken, vilket ar mycket
anvandbart, eftersom det talar om ifall avrundningen ar uppat eller nedat.

I linje med detta synsatt har vi foljande.

Definition 2.39

Antag att f ar deriverbar i a och lat L(x) vara linjariseringen av f
kring a. Felet i linjirapproximationen f(x) ~ L(z) betecknas
E(z) och definieras som

120
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Exempel 2.14.5

Vi sag tidigare att linjariseringen av

f(z) = €” kring 0 ar L(z) = 1 +z. /
Om vi anvander linjarapproximationen /
f(z) = L(xz) med z = 1, har vi alltsa /

f(l)y=e'=¢e och L(1)=1+1=2 -

sa vi far approximationen e ~ 2. Felet
i denna approximation (avrundnings- )
felet) ar da f(1) — L(1) = e — 2. 1 || L
figuren till hoger, déar den roda kurvan y = e® och den bla linjen
y = 1 + x ingar, har felet markerats med en lodrét streckad linje.

For att alltsa veta exakt vad felet &r, maste man kénna till bade f(z)
och L(z). Om man inte kénner till f(z) &r det dnda mojligt att uppskatta
felet, tack vare foljande sats.

Antag att f ar tva ganger deriverbar i a och lat L(z) vara linjaris-
eringen av f kring a. Felet E(z) uppfyller

B() = L@ — ay

for nagot s mellan a och z.

Denna sats ar ett specialfall av den mer allménna Taylors sats (Sats
2.44), som vi kommer att bevisa i ndsta avsnitt. Tva saker ar varda att
notera i detta uttryck for felet:

e [ andraderivatan f”(s) ar s nagon punkt mellan a och z. (Néar vi
approximerade v/26 i Exempel 2.14.4 hade vi a = 25 och = = 26, sa s
ar nagot tal som uppfyller 25 < s < 26.) Vi har inget sétt att berékna
detta s, sa darfor tjanar denna formel bara som en uppskattning, inte
som en exakt berdkning. Detta ar rimligt: hade vi kunnat veta det
exakta virdet pa F(z) utifran approximationen, dvs hade vi vetat
bade L(x) och E(x) exakt, sa hade vi kunnat berdkna f(z) exakt,
eftersom definitionen av felet ger f(x) = L(z) + E(x).

e Uttrycket (z — a) férekommer bade i L(z) och i E(z), men i E(z) ar
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det upphojt till 2. Detta kan tolkas som att felet ar litet, dvs approx-
imationen ar bra. Lat oss titta narmare pa detta: approximationen
kring a &r anvandbar da x ar néra a, dvs z — a ar nira noll. Om
exempelvis z — a = 0.1, sa ar (r — a)®> = 0.01. T denna mening ar
alltsa felet en storleksordning mindre &n x — a. Man kan visa att
linjarapproximationen av f(z) kring z = a ar den enda approxima-
tionen av f(z) med en rét linje, som har denna egenskap. Pa sa sétt
ar det darfor den basta approximationen med en rat linje.

Lat oss tillimpa satsen i ett exempel, dar inneborden av observationerna
ovan blir tydlig.

Exempel 2.14.6

Hur stort ar felet i approximationen fran Exempel 2.14.47

Losning. Vi approximerar alltsa +/z for z = 26 genom
linjarapproximation kring a = 25. Enligt Sats 2.40 ar
"
E(z) = / 2<S) (x — a)?

for nagot s mellan a och x. I vart fall ar
(x—a)®>=(26—-25)?2 =1
och upprepad derivering ger

1
" - =
f (S) - 483/27

" 1(5) 1
s

E(26) = S 1= Ry

dar 25 < s < 26. Trots att vi inte kan berakna vad s ar, kan vi gora

en uppskattning av felet. Till att borja med ar felet negativt. Vidare

ar 85%/2, dvs absolutbeloppet av felet, ar storre ju mindre s ar. Att

25 < s < 26 innebar darfor att detta tal ar mindre an

1 1 1

82552 8.5 1000
Vi vet alltsa nu att felet ar negativt, och att beloppet av felet ar
mindre dn 1/1000.
Slutsats Vi har —0.001 < E(26) < 0.
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Att felet dr negativt innebar att det exakta vardet dr mindre &n det
approximerade vardet. Geometriskt beror detta pa att kurvan y = f(x)
ligger pa undersidan till tangentlinjen y = L(z). Detta beror pa att funk-
tionen ar konkav, dvs att andraderivatan ar negativ, vilket ju precis var
det som bidrog till felets negativa tecken.

Vi kan anvanda foregaende exempel for att 10sa foljande problem.

Exempel 2.14.7

Ange ett intervall dir f(26) = v/26 med sikerhet befinner sig.
Losning. Vi vill hitta ett intervall dar f(26) befinner sig. Fran
definitionen av felet

far vi

f(2) = L(x) + E(x)

dvs

V26 = L(26) + E(26).

Fran Exempel 2.14.4 vet vi att L(26) = 5.1, och fran Exempel 2.14.6
vet vi att —0.001 < F(26) < 0. Déarfor ar

5.099 < v/26 < 5.1,

dvs v/26 befinner sig i intervallet (5.099, 5.1).

2.15 Att approximera battre:
taylorutveckling

I det forra avsnittet approximerade vi f(x) med linjariseringen L(x), som &r
ett polynom av grad 1, i narheten av en punkt a. I detta avsnitt kommer vi
att anvinda polynom av hogre grad for att fa &nnu battre approximationer.

For att illustrera vart mal, betraktar vi f(z) = €® i nérheten av x = 0. 1
exempel 2.14.1 berdknade vi linjariseringen kring 0, namligen L(z) = 1+x.
I figuren nedan har vi ritat graferna till f(z) och L(z), men &ven till
polynomen

2 2 g3

1+2+ % (streckad i gult), och 1+ x4+ ? + E (prickig i lila).
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2 Derivatan

Dessa verkar ge successivt battre approximationer av e” i narheten av 0.
En fraga ar var koefficienterna kommer fran, och hur man gor detta i
allmanhet. Svaret ges av foljande definition.

Definition 2.41

Lat f wvara en funktion och a € R sadan att
f(a), f'(a), f"(a),..., f™(a) &r definierade. Polynomet
Pe) = 1@+ @ =)+ L@ —ap 4o+ L e

kallas for taylorpolynomet av ordning n till f kring a.

Ordet taylorutveckling anvands ibland om taylorpolynomet eller om
berakningen av taylorpolynomet.

Exempel 2.15.1

Vi berdknar taylorpolynomen av ordning 1, 2 och 3 till f(x) = e”
kring 0. Observera att f uppfyller f'(z) = f"(z) = f"(x) = e*. Vi
far

Pi(z) = f(0) + f(0)(z — 0)
= e + ez
= 1 + x,
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Py(a) = £(0) + F(O)(@—0) + 1Dz 0y

2!
0 0 e ,
= e + XL aly =45
2,
= 1 + X + ?,
och
" 0 " 0
Bz) = £0) + FO@-0) + TP 02 + T gy
= e’ + eOx + .QSL‘Q + ‘6—0333
2 6
1+ P2,
= X —_— —
2 6’

vilket ar precis de polynom vi sag i figuren ovan.

I exemplet sag vi att Pj(x) stdmde 6verens med linjariseringen.
Detta foljer allmant fran definitionen, eftersom

Pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a) = L(z).

Linjariseringen kring a ar alltsa lika med taylorpolynomet av ordning
1 kring a, och i den meningen ar taylorpolynomen generaliseringar
av linjariseringen. Man kan i det sammanhanget fraga sig vad tay-
lorpolynomet av ordning 0 ar. Per definition ar detta

dvs den konstanta funktion vars varde ar lika med vérdet av f i a.
Aven detta ger en (oftast dalig) approximation av f kring a.

Nésta anmarkning ger en forklaring till namnarna i koefficienterna i tay-
lorpolynomen.
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2 Derivatan

Taylorpolynomet P, (z) ar ett polynom av grad hogst n och uppfyller
P.(a) = f(a), P(a) = f'(a), P(a) = ["(a), ..., PM(a) = f™(a),

dvs polynomet och dess n forsta derivators varde i a stdmmer Overens
med funktionens. Man kan visa detta med induktion, men vi nojer
oss att titta pa derivatorna upp till tredjederivatan, vilket ger en bra
bild av vad som hénder. Fran

" (n)
Pa(@) = fa) + F(@)a —a) + L2z —ap -+ LD gy
far vi
11 (n)
Pa) = f(a) + f@)a—a) + LD (@ —ap .4 T80 gy
och da @ —a = 0 &r det endast termen f(a) som &r kvar, sa
P,(a) = f(a). Deriverar vi P,(x) sa far vi
" (n)
P(z)=0+ f'(a)-1+ f2—(?)2(x —a)+---+ / n'(a)n(x —a)" !
och insattning av a ger
11 (n)
Pl(a) =0+ f'(a) -1+ fz—(ﬁ)Z(a —a)+--+ / n'(a)n(a —a)" L.

Pa samma satt forsvinner alla termer som innehaller faktorn a — a,
och kvar ar f'(a), sa P!(a) = f'(a). Deriverar vi P/ (x) far vi

RGP C) f(a)

/" .
Po(z) =0+ 31 al

3-2(x—a)+- -+ n(n—1)(z—a)" >

och satter vi in a far vi pa samma séitt som ovan endast %2 1=

f"(a) kvar, s /() — ["(a). Deriverar vi slutligen P”(z) far vi

@y IO
3! n!

och sétter vi in a sa far vi P (a) = %3 2.1 = f"(a). Notera hur
fakulteten i namnaren forkortas mot de exponenter som faller ner i
deriveringen. Pa samma sétt kommer det att fungera fram till och
med n derivatan. Notera att eftersom P, (x) har grad hogst n, sa ar
(n + 1)-derivatan och uppat lika med 0.

P"(z) =0+ n(n —1)(n —2)(z — a)"3
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Exempel 2.15.4

Bestdam taylorpolynomet av ordning 3 till f(z) = sinz kring x = 7.
Losning. Per definition har vi

Pa(@) = () + (e —m) + LoD @ =2+ 0 oy

Vi har f(7) =sinm = 0, och berdknar derivatorna
f'(x) =cosz, f"(x)=—sinx och f"(z)= —cosx
vilket ger
fl(r) =cosm=—-1, f"(m)=—sinmt=0 och f"(r)=—cosm=1,
sa

Po(z) = 0—1-(z—m) 40 (2 -2+ —(z—7)° = (w—1)+

i (z—m)3.

=

Notera att det ar en fordel for lasbarheten att inte bryta upp faktor-
erna (r — 7).

Taylorpolynom kring 0 &r sérskilt anvandbara (eftersom manga tillamp-
ningar beror virden pa variabeln x som ar “sma”, dvs néra 0). Dessa har
ett eget namn.

Definition 2.42

Taylorpolynomet av ordning n till funktionen f kring z = 0 kallas
for maclaurinpolynomet av ordning n till f.

Exempel 2.15.5

Bestam maclaurinpolynomet av ordning 3 till f(x) = cosz.
Losning. Per definition har vi

er 0, 10

Genom att derivera och satta in 2z = 0 far vi

fO) =1, f(0)=0, f/(0)=—1 och f"(0)=0

3.

Fy(x) = f(0) + f'(0)
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2 Derivatan

vilket ger
Po(z) = 1+0x—%x2+0x3: 1_%952_

Notera att polynomet har grad 2 < 3 eftersom x3-koefficienten ar 0.
Darfér anvander vi ordet “ordning” snarare &n grad i definitionen av
taylor- och maclaurinpolynom.

| \

Exempel 2.15.6

Bestam maclaurinpolynomet av ordning n till f(z) = e®.

Losning. Vi har

1 (n)
Pu(@) = FO) + FOz + TP o 0
diir f(0) = f(0) = f"(0) = -+ = f)(0) = ¢® = 1. Dérfor éir

1 1
Pn($)=1+x+5x2+---+ﬁx”,

1
dvs koefficienten framfor z* ar T for varje k mellan 0 och n.

Exempel 2.15.7

Bestam maclaurinpolynomet av ordning 3 till f(z) = 22 + 3z + 5.
Losning. Vi har

1 O n 0
Pu(a) = £0) + fOz + L0 210
Genom att derivera och satta in z = 0 far vi

f(0)=5, f(0)=3, f'(0)=2 och f"(0)=0
vilket ger

z3.

P,(z) =5+3z+2s° +02° =2” + 3z + 5.

Vi fick alltsa tillbaka f(z). Notera att f(z) &r ett polynom av grad
2, och som vi forséker approximera med ett polynom Ps(x) av grad
hogst 3. Att Ps3(x) = f(x) ar rimligt, eftersom den bésta approx-
imationen av ett polynom av grad < 3 med ett polynom av grad

< 3 far man genom att anvénda polynomet sjalv. Jamfor detta med
Exempel 2.14.2.




2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Taylors sats och feluppskattning

Det vi gjort hittills antyder att man kan approximera f(x) med taylor-
polynomet P,(x) kring a, i alla fall da = &r néra a. Vi undrar dérfér hur
bra denna sa kallade taylorapproximation ar, dvs hur stort felet &r. Vi
definierar felet pa liknande siatt som for linjarapproximationen.

Definition 2.43

Antag att f &r n ganger deriverbar i a och lat P,(x) vara taylorpoly-
nomet av ordning n till f kring a. Felet i taylorapproximationen
f(z) =~ P,(z) betecknas FE,(x) och definieras som

E(x) = f(z) = Pu(x).

Hur vet vi att taylorapproximationen ar sa bra? Pa samma satt som
Sats 2.40 gav oss ett uttryck for felet i linjarapproximationen, gor nésta
sats motsvarande for taylorapproximationen, och svarar pa satt och vis pa
den fragan.

Antag att f ar n + 1 ganger deriverbar i ett intervall kring a och
lat P, (x) vara taylorpolynomet av ordning n till f kring a. For alla
x # a pa detta intervall uppfyller felet £, (z) att

(n+1) (4
En(z) = ]En I 1<)!) =

for nagot s mellan a och . Med andra ord ar

f(@) = f(@) + fla)(@—a) +- - + Lz - a)'+? e (@ — )™,

J/

-~

Pu(a) En(z)

J

Notera att i specialfallet da n = 1 ar detta precis Sats 2.40, vilket ar
rimligt med tanke pa att Pj(x) = L(z), som vi redan konstaterat. Det &r
pa sin plats att stanna upp och reflektera 6ver hur viktig och anvandbar
Taylors sats ér.
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2 Derivatan

Satsen sager att felet ar en faktor ganger (z — a)"™!. Denna faktor
beror forvisso pa s mellan a och x, men ar begransad. Poédngen med
satsen ar alltsa foljande: nér man approximerar en funktion med
dess taylorpolynom av ordning n, sa ar avrundningsfelet lika med
ett begrinsat uttryck ganger (x — a)"™!. Man siger att felet ar av
(storleks)ordning (z — a)™"!. Detta dr mycket anvindbart: nar x ar
nara a sa ar (r — a) litet, och (z — a)"™ kan darfor goras sa litet
vi behover genom att valja n tillrdckligt stort. Vi aterkommer till
detta langre ner.

Man kan visa att taylorpolynomet kring x = a ar det enda polynom
av av grad hogst n, sadant att felet, dvs skillnaden mellan f(x) och
polynomet, dr lika med ett begrinsat uttryck ganger (x — a)". T
denna mening ar taylorapproximationen den basta approximationen
av f(x) ndra x = a med ett polynom av grad hogst n: det ar det
enda som forskjuter felet (minst) en storleksordning.

Beviset av Taylors sats ar nagot langt och tekniskt, och ingar inte i
kursen, men vi har alla verktyg som behovs. Vi ger forst beviset i special-
fallet n = 0, som &r kort och fangar idén i det allménna beviset.

Bevis i specialfallet n = 0: Vi ska alltsa visa att f(x) — Py(x) =
%(z — a)! for nagot s mellan a och z. Notera att Py(z) = f(a)
och att 0! = 1, sa det som ska visas ar

f(z) = f(a)

Tr—a

f(x) = fla) = f(s)(x —a) dvs = f'(s)

for nagot s mellan a och x. Men detta ar precis pastaendet i
medelvardessatsen, som galler da f ar deriverbar pa intervallet.

Beviset i det allmanna fallet bygger pa en upprepad anvandning av
medelvardessatsen, och presenteras i slutet av kapitlet.

I foljande tva exempel anvénder vi maclaurinpolynomen P, (x) till f(z) =
e” for att bestamma ett ungefarligt virde pa f(1) = e. Vi utgar bara fran
att vi vet att e < 3.



2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Exempel 2.15.9

Betrakta approximationen e ~ P,(1), ddr P,(x) & maclaurinpoly-
nomet av ordning n till e*. Berdkna P, (1) och uppskatta felet da n
ar 3 respektive 4.

Losning. Fran Exempel 2.15.6 vet vi att

x? "
Pn(:c):1+x+§+---+m
s e 13 8
P)=141+4—4—=-
s(1) =1+ Tt T3
och

12 13 1* 65

Vi soker nu felen E3(1) och E4(1). Enligt Taylors sats ar

f(nJrl)(S) n+1 __ e’

B =t T ey

for nagot 0 < s < 1, eftersom f("*V(s) = ¢e*. Dae <30ch0 < s <1
sa giller e < 3! = 3, s&
e’ 3
< .
(n+1)!  (n+1)!

En(1) =
Satter vi in n = 3 respektive n = 4 far vi

1 1
Ey(1) = 5 =0125 och Ey(1) = 5 =0.025.

Slutsats Om vi anvinder P3(1) far vi approximationen e ~ § =

2.66 ... med ett fel som ar mindre an % = 0.125. Om vi anvander
P5(1) far vi approximationen e &~ %2 = 2.70833. .. med ett fel som &r

24
mindre &n % = 0.025. (Felet ar positivt i bada fallen, vilket innebér
att approximationen dr mindre dn det exakta vérdet.)
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Exempel 2.15.10

Antag att vi vill vélja n sa att approximationen i forra exemplet ar
korrekt med en decimals noggrannhet. Detta betyder att felet ska
vara inom +0.05, dvs felets belopp ar hogst 0.05 sa att det avrundas
korrekt till ndrmaste decimal. I det forra exemplet sag vi att Fy(1) <
0.025, vilket ar tillrackligt litet.

Med andra ord ar e =~ % korrekt inom en decimals noggrannhet.
Notera att vi kan vara sakra pa detta utan att veta det exakta véardet
pa e (vi anvinde bara att e < 3). Detta visar styrkan i Taylors sats.

Om vi vill att approximationen ska vara korrekt med tva deci-
malers noggrannhet behover vi garantera att felet ar inom 40.005.
Vi lamnar det som 6vning att berdkna att Fs(1) < 7 < 0.005,
vilket innebér att Ps(1) &ar en tillrdckligt noggrann approximation.
Vi far

2 13 14 15
ezP5(1):1+1+§+§+a+a:2.7166...z2.72,

vilket ar en korrekt approximation med tva decimalers noggrannhet.

Storleksordning och gransvarden

I det forra exemplet var vi noga med felets storlek. Ofta ar man inte
intresserad av hur stort felet ar, utan bara av felets “storleksordning”,
vilket i det har sammanhanget betyder vilken potens av x som ingar. Vi
rorde vid detta i idén ovan, och kommer nu anvanda det noggrannare. Vi
illustrerar idéerna i foljande exempel.

Exempel 2.15.11

Ovan sag vi att maclaurinpolynomet av ordning 2 till f(z) = e” &r
72
}E(I) = 1l +‘$'+’2?

och motsvarande felterm ar

) €y

Bale) = =5 6
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

for nagot s mellan 0 och z. Eftersom feltermen per definition ar
differensen f(x) — Py(z), innebér detta att

f(z) = Py(x) + Es(x)

dvs )
eS

a5 Pk
=1 — 4+ —a”
e +$+2+61

Observera att detta ar en likhet som galler exakt. Det kan verka
konstigt, men det beror pa att s ar nagot okant tal som beror pa
vad x &r och som varierar som funktion av z. Istéllet for att forsoka
uppskatta vad %S ar, nojer vi oss med att konstatera att det ar en
begransad funktion av x i narheten av 0, dvs att oavsett vilket x néara
0 vi véljer, sa finns det ett s mellan 0 och z s& att < ar ett (dndligt)
tal och likheten ovan géller. Vi kallar denna funktion for B(z), sa vi

har
2

e$:1+x+%+B(x)x3

dér B(x) ar begransad néra 0.

Vad vi har gjort i exemplet ovan ar att skriva en funktion som summan
av ett maclaurinpolynom och en felterm, dér vi inte bryr oss om felter-
mens exakta utseende, utan bara om att det ar en begrinsad funktion
multiplicerad med nagon potens av z. Detta ar t ex anvandbart for att
berdkna gréansvarden, vilket foljande exempel illustrerar.

Exempel 2.15.12

. .oet—1
Berakna lim
z—0

Losning. Obsgrvera att bade taljare och namnare gar mot 0 da
x — 0, sa vi har en “%—situation” som behover noggrannare analys.
Eftersom x — 0 &r vi intresserade av funktionens beteende nara 0,
sa vi anvander maclaurinpolynomet till e*, och omskrivningen

2

e“c:l—i-x—i-%+B(x)x3
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2 Derivatan

fran forra exemplet. Vi far

e —1 1l+z+% +B()2® -1

3z 3z,
z+ % + B(z)z® 1 =z B(x)2?

3T 3 6+ 3

Nér 2 — 0 gar ¢ mot 0. Vad B(x) gar mot vet vi inte, men efter-
som funktionen ar begriansad nira 0, och 2?2 — 0, foljer det fran
kldmsatsen® att B(x)z? — 0. Alltsa ar

e —1 1 x+B(3:)91;2_>1+0+0_1
3r 3 6 3 203 3’

sa gransvardet ar %

2Att B(zx) ar begransad betyder alltsa att m < B(x) < M {6r nagra konstanter
m och M, s& ma? < B(ac)azj2 < Mz?2, och kldmsatsen kan anvindas.

Detta ar ett exempel pa en mer allméan idé.

For att berakna gransvarden da x — a kan taylorutveckling av ord-
ning n kring a anvandas. Felet behover inte berdknas exakt, utan
det racker att veta att det ar lika med B(x) - (x —a)"*!, dar B(z) ar
en funktion som &ar begréansad kring a.

Héar kan det vara bra att samla maclaurinutvecklingarna, med felterm,
till de vanligaste funktionerna vi stoter pa.
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Vi har
2 1,3 " .
¢ = ltat oottt By (),
B 21
i = — b e — 000 — 1)1 2n+1
sinz. = 2 - + o + (1) @n=1) + 2?1 By(),
22 ol 2 o
= — — - ... —1)n +2
cosx = 1 o + + (1) 2n)] + 2”2 Bs(x),
2 i )
In(z+1) = 2——=+4+—=—- 4+ (=1)"'— + 2" By(x),
2 3 n
$3 1’5 x2n—1
t — _ M -1 n—1" 2n+1B
arctan T + (=1) 57 T2 5(z),
och
ala —1)z?
(x+1)* = 1+0zx+(T)—|—~~
— 1) (a= 1™
y Moz lamnt DI gy,
n!
dar By, ..., Bg ar funktioner som ar begransade i ett intervall kring
x=0.
Exempel 2.15.13
Berakna 5 6 !
1
) Tim g) b) Tim n(z + )-I—xcosm'
z—=0 T —SInx z—0 arctan x
Losning.

a) Vi maclaurinutvecklar sinz. Eftersom den lagsta potensen i
taljaren ar 22 anviander vi maclaurinpolynomet av ordning 3.
Fran satsen ovan far vi

3

sin(x) =z — % + z* B(z)
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dar B ar begransad nara 0. Insattning ger

x3—|—x6 x3—|—a:6 x3+m6

r —sinz x—(z—%—i-x‘lB(x)) B ”%—3—9[;43(9[;)

och forkortning med 22 ger att detta dr lika med

1+ a3
: —zB(z)

Bade z* och zB(z) gar mot 0 da x — 0, pa grund av att B ar
begransad. Hela uttrycket gar darfor mot

140

=
$-0

sa gransvardet ar 3.

b) Maclaurinutveckling ger
In(z + 1) = z + 2°B;(z),

cosz = 1+ 2 By(z)

och
arctanx = = + z° Bs(7)

dar By, By och Bj ar begransade kring 0. Insattning ger

In(z+1)+zcosz  x+2*Bi(z) + x(1 + 2°By(x))

arctan x x + 23 Bs(1)
x+ 2B (x) + x + 23 By(7)

x + 23 Bs(x)
2z + 2%(By () + 2By (z))

z + 23B3(x)
_ 2(2 + x(By(z) + 2B2(x)))

(1 + 2°Bs(z))

och nar x — 0 gar detta mot 2. Gransvardet ar alltsa 2.

Vi ska nu infora en praktisk notation for ovanstaende berdkningar. I
korta drag handlar det om att skriva O((x —a)™) istéllet for B(x) - (x —a)”
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for feltermen i taylorutvecklingen. Denna notation anvénds ofta i kom-
plexitetsteori inom matematik och datavetenskap. Den kan verka marklig
vid en forsta anblick, men ar praktisk att lara sig.

Definition 2.46

Lat f och g vara funktioner definierade i ett intervall kring z = a.
Om f(z) = B(x)g(x), dar B(z) ar begransad pa ett intervall kring
r = a, skriver vi

f(z) = O(g(z)) kring z =a

och laser detta som f(x) ar stora O av g(z) kring x = a eller f(x)
ar stora ordo av g(z) kring = = a.

Notationen kommer fran det latinska ordet ordo som betyder ordning.
Idén &r alltsa att f(x) &r av samma storleksordning som ¢(z) i ett intervall
kring z = a.

Exempel 2.15.14

a) Vihar 522 = O(2?) kring = = 0, eftersom 5z ju ar en konstant
ganger 2.

b) Vi har (z — 1)%¢* = O((z — 1)?) kring x = 1, eftersom e” &r
begransad i ett intervall kring x = 1.

c¢) VI har z° = O(23) kring x = 0, eftersom 2% = 22 - 2%, och z?
ar begransad i ett intervall kring x = 0.

Vi upprepar nu Exempel 2.15.13 med denna nya notation.
Exempel 2.15.15

. x3 + 26 . sinx + x cosx
a) lim ——, och b) lim —mM8M8M
=0 xr —sinx z—0 arctan x

Losning,.

a) Vi maclaurinutvecklar sin x enligt ovan och far

+ O(a%).

3
. 7
sin(z) =z — 5
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Insattning ger

x3 + 28 3 + 28 3 + 28

x —sinx x—(gg—%—k(’)(m‘*)) - ”%—S—O(x‘l)

och forkortning med 2 ger att detta ér lika med

1+ 23
3 —O(z)

3

Bade x® och O(z) gar mot 0 da * — 0. Hela uttrycket gar

darfor mot
1+0

—
1

3

sa gransvardet ar 3.

Maclaurinutveckling ger
In(z + 1) = z + O(z?),

cosz =1+ O(2?)

och
arctanz = x + O(z?)

Insattning ger

In(z + 1) + zcosx z+ O(2?) + z(1 + O(2?))
arctan x4+ O(x?)

T+ O(2?) +z + O(z?)

x4+ O(x?)

2z + O(z?)

x + O(z3)

22+ O(z))

2(1+ O(z?))

och nar x — 0 gar detta mot 2. Gransvardet ar alltsa 2.

Notera vad som hande vid forkortningen:
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Detta ar i linje med vad som hénde i Exempel 2.15.13. Det beror pa att
O(z?') innebér att nagot ar lika med B(x)x? med en begrinsad funktion
B(x), sa om vi delar med z* sa aterstar B(x)x = O(z). Da ser man ocksa
varfor O(z) — 0 da  — 0. Motsvarande géaller for

rO(2?) = O(23) och O(z?) + O(2?) = O(x2?).

(Jamfor med motsvarande berdkningar i Exempel 2.15.13 for att 6vertyga
dig om att detta géller.)
Mer allméant har vi foljande.

a) Om f(z) = O((x — a)™) kring © = a, sa ar (r — a)"f(x) =
O((z — a)™™) kring x = a.
b) Om f(z) = O((x — a)™) kring * = a och n < m, sa ar

—f(m) = z—a)™ ™) kring x = a
(x_a)n_O(( ) )k g :

¢) Om f(z) = O((z — a)™) kring x = a, och g(z) = O((z — a)"),
sa ar f(z) + g(x) = O((z — a)"), om och n < m.

r
\.

Specialfallet a = 0 ar det som ar relevant for maclaurinutveckling.

I[stallet for att lara sig denna sats utantill, ar det en bra idé, om man
blir osaker pa ordo, att alltid ga tillbaka till definitionen och skriva
om f(z) = O((xr—a)") som f(x) = (r—a)"B(x), dar B ar begransad

1 narheten av a.

Notationen @ forkortar bort en hel del — sa pass att det som &r
kvar beter sig konstigt. Pastaendet O(z?) + O(z3) = O(x?), till
exempel, ar inte en vanlig ekvation, och likheten beter sig markligt.
Det likheten betyder ar att 22 gdanger ndagon begrinsad funktion plus
x3 gdnger nagon (annan) begrinsad funktion dr lika med x* gdanger
nagon (tredje) begransad funktion, dvs

22B () + 13 By(x) = 2 Bs(x)
vilket dr sant om vi véljer Bs(z) = Bi(z) + xBy(x). Skrivsittet
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2 Derivatan

f(z)
begransad funktion B(x) sadan att f(z) = B(z)g(X), eller med an-
dra ord att f(z) tillhor mdangden av alla funktioner som dr lika med
nagon begrinsad funktion ganger g(x).

= O(g(x)) betyder alltsa egentligen att det existerar en

Vi avslutar med nagra variationer pa temat.

Exempel 2.15.18

140

a) lim

-1 1
—cos'(?)x) , och b) lim e
z—0 s1n(x2) x—1 (m — 1)2

Losning. Notera att i bada fallen gar tdljare och ndmnare mot
0, sa det behovs en narmare analys for att avgora om gransvardet
existerar och i sa fall berakna det.

a) Svarigheten hér &r att vi har sammansatta funktioner som

cos(3z). En metod &r att berdkna maclaurinutvecklingen for
hand, men man kan ocksa notera att 3x — 0 da x — 0, sa vi
kan anvanda maclaurinutvecklingarna ovan med variabeln 3z
istallet for x. Vi gor det tydligt genom att kalla variabeln for
t. Maclaurinutveckling av cost ger

t2
cost =1— 3 + O(th),

och genom att satta in t = 3z far vi

3z)? 922

( ? FO(Bx)) =1— % + O,
(Notera att O((3z)*) = O(x?) eftersom (3z)* = 81zt ir en
konstant ganger z#, och konstanta funktioner ar i hogsta grad
begriansade.)

cos(3z) =1—

Vi hanterar nimnaren pa samma sitt: eftersom 2?2 — 0 da
x — 0 anvander vi

sint =t + O(t%)
och satter in t = 22, vilket ger

sin(z?) = 2° + O((2?)?) = 2* + O(z°).




2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Sammantaget har vi

cos(3z) —1 11— 222 1 O(z%) - 1 B %% 1 O(z4)
sin(z2) z? 4+ O(z5) 22+ O(xF)

AGro6t) 9

21+ O(zt)) =0 2

sa gransvardet ar %.

b) Hér ar svarigheten att x inte gar mot 0. Man kan dels anvénda
taylorutveckling kring z = 1 istéllet for maclaurinutveckling,
men man kan ocksa byta variabel: genom att infora en ny
variabel t = x — 1 far vi att t — 0 da z — 1. Da &r alltsa
r=t+1, sa

o T

och genom att anvanda maclaurinutvecklingen
t2
In(t+1)=t— = i O(t?)
far vi

In(t+1) _t-5+0F) f1+L1+0#)  1+5+0()

t2 2 B 7 t
Har gar taljaren mot 1 medan namnaren gar mot 0.
Gréansvirdet existerar darfor inte. (Hogergransvérdet ar oo
och vanstergransvirdet ar —oo, sa det gar inte ens att siga att
gransvérdet ar co.)

En fraga som dyker upp ar hur manga termer man ska ta med i
maclaurinutvecklingen innan man skriver feltermen (vare sig man
anvander notationen z"B(x) eller O(z") for feltermen). Det finns
inget rakt svar pa den fragan. Man brukar ta med ett par termer, och
vagledas av vilka potenser av variabeln som forekommer runtomkring
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2 Derivatan

i uttrycket man behandlar. Det ar sakrare att ta med fler termer an
farre, eftersom de “Gverflodiga” termerna kommer att ga mot 0. Tar
man med for fa termer marker man ofta att man inte kan dra nagra
slutsatser, och da kan man gora om berdkningen med fler termer.

Bevis av Taylors sats (Sats 2.44)

Detta bevis bygger pa upprepad anvindning av Rolles sats, Sats 2.6

Bevis i det allmanna fallet:
Punkterna a och z &r alltsa givna, och vi ska visa att

_ fM(s) f(@) = Pa(z) _ f&(s)

f(@) = Bale) = gy (@ - @™ Gt m)

dvs

(z —a)

for nagot s mellan a och x. Vi gor en forsta omformulering av detta:

om vi kallar det reella talet % for M, ska vi alltsa visa att

7 0s)
(n+1)!

for nagot s mellan a och z. For att visa detta definierar vi en ny
funktion i en variabel t enligt

g(t) = f(t) = Pu(t) = M - (t — a)"*.

som &r definierad for alla ¢ mellan a och x. Anledningen till att den
ar intressant ar foljande: om vi deriverar den n + 1 ganger far vi

g = f ) 0= (n+ DIM, (%)

eftersom
e da P,(t) deriveras n + 1 ganger far man 0, eftersom det &r ett
polynom av grad hogst n, och

e di (t — a)"™! deriveras n + 1 ganger far man (n + 1)n---2 -
1(t—a) =(n+1).

4Beviset dr anpassat fran W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis. Tack till
Isac Hedén for att ha uppméirksammat mig pa det.
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2.15 Att approximera battre: taylorutveckling

Vi kommer att visa att g™+ (s) = 0 for nagot s mellan a och .
Om vi lyckas gora det, medfor () att vi visat att

F40(s)

(n+1) (g} _ _
FOD(s) — (n+ 1IM =0 dvs M = mEI

for nagot s mellan a och z, vilket var precis vad vi skulle visa.

Bevis av att ¢™*Y(s) = 0 for ndgot s mellan a och z: Fran
Anméarkning 2.15.3 vet vi att

P.(a) = f(a), P)(a) = f'(a), P(a) = f"(a). ..., P"(a) = f™(a),

sa

g(a) = f(a) = Pu(a) = M(a—a)"*" = f(a) = f(a) =0 =0,

g'(a) = f'(a) = P(a) = M(n+1)(a —a)" = f'(a) = f'(a) =0 =0,

och pa liknande siatt kommer de n forsta derivatorna av ¢ i punkten
a, alltsa ¢'(a) till och med g™ (a), att vara noll. Nu kommer den
upprepade anvandningen av Rolles sats. Sétter vit = x i definitionen
av g sa far vi

g(x) = [flz) = Pu(r) - ((93’ ( )
= f(°E> — Po(x) — WW
— J@) - Pale) — (F(o) — Pala)) =0.

Sa g(x) = 0, och vi vet att g(a) = 0. Rolles sats siger da att det
finns en punkt s; mellan a och z dér ¢'(s;) = 0.

Sa ¢'(s1) = 0, och vi vet att ¢’(a) = 0. Rolles sats, tillimpad nu pa
g, siger da att det finns en punkt s, mellan a och s; dér ¢”(s2) = 0.

Vi upprepar detta n ganger. I det sista steget far vi en punkt s,
sa att g™ (s,) = 0, och vi vet att g™ (a) = 0. Rolles sats, tillimpad
nu pa ¢, siger da att det finns det en punkt s mellan a och s,
och dirfor alltsi mellan a och x, dir g™+ (s) = 0. Detta fullbordar
beviset.
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3 Talfoljder och serier

Motivation

I slutet av det forra kapitlet anvande vi taylorutvecklingar. Till exempel
sag vi att
2 3

e'~1 +x + % + %
Detta ar en avrundning, och vill man ha en exakt likhet maste man ta
med feltermen, som ar svar att hantera. I tillampningar ar man ofta nojd
med approximationer, sa lange de ar mycket precisa. En dator vet inte
vad e” betyder, men den kan addera och multiplicera (och darfoér ocksa ta
potenser), sa hogerledet ar hanterbart for en dator. Approximationer med
sadana summor av potenser av x ar darfor mycket anvandbara.

Det antyddes i det forra kapitlet att man kan fa battre och béattre ap-
proximationer ju fler termer man tar med. Ar det verkligen sa? Intuitivt
borde det innebara att om vi aldrig avbryter utvecklingen far vi ett exakt
varde:

2 .TL’S fL’4

ex:1+l'+5+§+z+"- .
Men vad betyder det att addera odndligt manga termer pa detta satt?
Hur kan en summa av oandligt manga termer vara andlig, och hur kan vi
anvanda dessa summor i berdakningar? Dessa fragor kommer vi att besvara
i detta kapitel. For att kunna gora det behover vi borja med grunderna
for talfoljder och serier.

3.1 Talfoljder och deras konvergens

En (oandlig) talf6ljd ar en upprikning (dvs en lista) av reella tal med
borjan men utan slut.
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3 Talfoljder och serier

Exempel 3.1.1

a) Talfoljden 1,2,3,4,.
b) Talfdljden 1, 1, ;,4 L
c) Talfoljden 1, 1 s 9, 16, -

d) Talféljden —1,1,—-1,1,—1,....

e) Talféljden 2 150 180, Soos - - +» dvs 0.3,0.03,0.003, .
f) Fibonaccis talfoljd 1,1,2,3,5,8,13,21,. . ..
I allménhet betecknar man talféljden aq,as, as, ... med (a,)>,. Talet
a, kallas for det nte elementet i foljden, och skrivsittet (a,); innebér
att m numrerar elementen fran n = 1 och framat utan slut. Man kan

forstas anvinda andra bokstdver &n a och m, och n behover inte borja
fran 1. Ofta skriver man talféljden bara som (a,), sérskilt nér man inte
vill specificera vilket tal som n borjar vid, och det ar underforstatt att
talfoljden ar oandlig.

I exemplet ovan beskrev vi talféljden genom att ange sa manga inledande
termer att det allménna monstret blir tydligt. Det béasta vore forstas att
ha en allmén formel for a,; det kan da vara en sluten formel (en funktion
av n) eller en rekursiv formel (som beskriver den/de forsta elementen i
foljden, och dérefter anger a,, i termer av foregaende termer).

Exempel 3.1.2

a) Talfoljden (a,)5e, = 1,2,3,4,... ges av den slutna formeln
an = n.

b) Talféljden (b,)52; = 1,3, 3,1, %, . ges av den slutna formeln
b = L. (Alltsd r (b)22s = (D22,

¢) Talfdljden (c;) = 1,1, 5,1, - .. ges av den slutna formeln ¢, =
=

d) Talféljden (d,)s2, = —1,1,—1,1,—1,... ges av den slutna
formeln d,, = (—1)".

e) Den slutna formeln e, = 3 - 107" ger talféljden (e,) =
3 B 3 . =0.3,0.03,0.003,....

107 1007 1000°
f) Fibonaccis talfoljd (fn)re, = 1,1,2,3,5,8,13,21, ... ges rekur-
sivt av fo =1, fy =1och f, = f,_o+ f._1 fOr alla n > 2.
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3.1 Talfoljder och deras konvergens

Vi kommer att studera talfoljders beteende. Vissa egenskaper hos talfoljder
ar sarskilt viktiga och har naturliga namn.

Definition 3.1

En talfoljd (a,,) sigs vara
e begransad nedat om det finns ett reellt tal m med a,, > m
for alla n,

e begransad uppat om det finns ett reellt tal M med a,, < M
for alla n,

e begransad den bade ar begransad uppat och begriansad nedat,
e positiv om a, > 0 for alla n,

e negativ om a, < 0 for alla n,

e vaxande om a,; > a, for alla n, och

e avtagande om a,; < a, for alla n.

Exempel 3.1.3

a) Talf6ljden (2n)>°, = 2,4,6,... ar begridnsad nedat da den &r
positiv, men inte begridnsad uppat. Den ar vixande.

b) Talféljden 0.3,0.33,0.333,0.3333, ... ar vixande. Den ar dven
begriansad (bade nedat av t ex m = 0.3 och uppat av t ex

M =0.4).

c) Talféljden —1,1,—1,1,... ar begrdnsad, men varken positiv
eller negativ och varken vaxande eller avtagande. Den ar al-
ternerande, dvs varannan term ar strikt positiv och varannan
strikt negativ.

. 7

Lat oss titta narmare pa dessa tre talfoljder. Bade 1,2,3,4,... och
0.3,0.33,0.333,.... ar alltsa vixande talfoljder. Skillnaden ar att medan
den ena vaxer obegransat, verkar den andra narma sig % Talfoljden
—1,1,—1,1,... vaxer inte obegransat, men narmar sig inte nagot varde.
Detta satter fingret pa den fraga som kommer att vara viktigast for oss
nar det géller talfoljder: gar talféljden mot nagot “gransvarde”, eller gor
den inte det. Detta ar inneborden av foljande definition.
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3 Talfoljder och serier

Definition 3.2

Vi séger att talfoljden (a,) konvergerar mot talet L om a, kan
fas godtyckligt nara L genom att ta n tillrdackligt stort, dvs, mer
formellt, om foljande géller: for varje e > 0 finns det nagot positivt
heltal N sa att |a, — L| < ¢ for allan > N.

Om (a,) konvergerar mot L skriver man detta som lim a, = L.

n— o0
Man sager aven att talfoljden ar konvergent. Om talfoljden inte
konvergerar mot nagot L sidger man att den divergerar eller ar
divergent.

Jamfor definitionen av lim a, = L med definitionen av lim f(z) = L
n—oo T—00
fran Kapitel 1. Den enda skillnaden ar att x ar en reell variabel, medan
n ar ett heltal. I figuren nedan ser vi grafen till f(z) = % och de forsta
clementen i foljden (£)72,. Dessa ar alltsa de punkter pa kurvan vars a-
koordinat ar ett heltal. Vi vet redan att lim % = 0, eftersom % kan fas
T—>00

godtyckligt nara noll genom att ta z tillrackligt stort. Darfor galler samma

sak om vi bara tittar pa heltalspunkterna, dvs lim % =0
n—oo

Exempel 3.1.4

a) Talf6ljden (2n)22, = 2,4,6, ... divergerar. Eftersom den véxer
obegransat sager man att den divergerar mot oandligheten:
lim 2n = oc.

n—0o0

b) Talféljden (a,)22,; = 0.3,0.33,0.333,0.3333,... konvergerar

n=1
mot %, eftersom 0.333 ... ar decimalapproximationen av %, sa

genom att ta tillrackligt manga treor kommer man godtyckligt
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3.1 Talfoljder och deras konvergens

.. 1
nara 3

¢) Talfoljden —1,1,—1,1,... &r divergent: den narmar sig varken
1 eller —1 eller nagot annat reellt tal.

Pa samma satt som griansvarden for funktioner, kan gransvarden for
talfoljder misslyckas att existera pa olika satt: en talfoljd kan divergera
mot 0o (som i a) ovan) eller —oo, eller divergera pa nagot annat sitt (som
ic) ovan).

For vaxande talfoljder ser det enklare ut enligt foljande.

En vaxande talfoljd ar antingen konvergent eller divergerar mot co.

Beviset ar kort men innehaller en hard teoretisk karna. Idén ar att en
vaxande talfoljd inte kan “svanga”, sa om den inte vaxer obegrinsat maste
den narma sig en 6vre grans som den da konvergerar mot.

Bevis: Antingen ar talféljden (a,) begrdnsad uppat, eller sa ar den
inte det. Om den inte ar begransad uppat innebar detta att den véxer
bortom varje grans, dvs divergerar mot co. Om den &ar begransad
uppat sa kan man visa att det finns en minsta 6vre grans L. Detta
innebar att L > a, for alla n, och det finns inget tal mindre &n L
med den egenskapen. ¢ Eftersom talféljden ar vixande och L ar
den minsta ovre gransen, leder detta till att a,, kommer godtyckligt
nira L da n ar tillrdackligt stort (annars kan vi hitta en &nnu min-
dre &vre grins, vilket motsdger att L ar minsta mdéjliga), och alltsa
konvergerar (a,) mot L.

2Att en sadan minsta 6vre grans finns dr en egenskap hos de reella talen, vars
bevis inte ingar i denna kurs: varje uppat begransad méangd av reella tal har
en minsta ovre grans.

Grénsvérdena for talfoljder beter sig pa liknande siatt som gransvarden
for funktioner, enligt nedan.
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3 Talfoljder och serier

Om (a,) och (b,) ar tva talféljder som konvergerar mot A respektive
B, dvs lim a, = A och lim b, = B, sa galler
n—oo n—oo
a) lim (a, +b,) = A+ B,
n—oo
b) nh_)rrolo(an —b,) =A-B,
¢) lim (an-by) = A- B,

a, A

d) JLIEOE:E,omB%O,OCh
e) om a, < b, for allan > N for nagot N, sa ar lim a, < lim b,,
n—oo n—oo
dvs A < B.

Den sista punkten satter fingret pa nagot vi kommer att aterkomma till.

Konvergens eller divergens beror bara pa talfoljdens beteende fran
och med ett visst n: huruvida en talfoljd konvergerar, och vad den
i sa fall konvergerar mot, ar oberoende av de forsta IV termerna for
vilket andligt tal N som helst.

Exempelvis ar talfoljden (a,) som ges av

_J n om1<n <1000,
=311 omn> 1000

n

konvergent: den konvergerar mot 0 eftersom lim % = 0, och detta paverkas
n—oo

inte av vad de forsta 1000 termerna ar.

Om (ay) och (b,) ar tva talféljder med lim a,, = lim b, = L, och

n—oo n—oo
(¢,) ar en talfoljd som uppfyller a,, < ¢, < b, fran och med nagot n,

sa ar lim ¢, = L.
n—oo

Dessa satser kan bevisas fran den formella definitionen pa samma sétt
som motsvarande satser for gransvarden av funktioner i Kapitel 1. Nu vet
vi tillrackligt om talféljder for att kunna borja prata om oandliga serier.

150



3.2 Serier och deras konvergens

3.2 Serier och deras konvergens

En (oandlig) serie ar en summa av elementen i en odndlig talféljd. Det
ar alltsa en summa av oandligt manga termer.

Bade 1+2+3+4+5+--- och1+%+%+%+--- ar exempel pa
oandliga serier.

I allménhet skriver man serien a; + as + a3 + ... med summanotation
som
(o.0)
Z ag.
k=1

Exempel 3.2.2

a) SerienZk:1+2+3+~~.
k=1

¢) Serien > 3107 = 3-107 +3-107% +3-107 + ...

=0.3+0.03+0.003 +---.

Givet en serie ar huvudfragan ifall serien har en dndlig summa eller inte.
For att kunna analysera den fragan behover vi definiera vad vi menar
med summan av oandligt manga termer. Vi anvander att vi vet hur man
adderar dndligt manga termer.
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3 Talfoljder och serier

o0
For att ndrma oss summan Y . a betraktar vi de &ndliga delsum-
morna =
51 = aa,
S2 = ay + ag,
S9 = a1 + as + as,

och 1 allméanhet

n
Sp,=a1+as+---+a, = E ag.
k=1

Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 3.2.3

Vi betraktar serien fran del e) av forra exemplet. Detta ar alltsa
summan av elementen i talfoljden

(ar) = 0.3,0.03,0.003, . ...
Vi berdknar delsummorna
s1 = 0.3,
s9 = 0.3+ 0.03 = 0.33,
59 =10.34+0.03 4+ 0.003 = 0.333,

och i1 allméanhet
$, =0.3+0.03+---40.00...03=0.33...33

(I s, ar det alltsa n treor i decimalutvecklingen.)

Dessa delsummor utgor alltsa en ny talfoljd sq, so, s3,.... 1 detta
fall blir det talféljden 0.3,0.33,0.333,.... I Exempel 3.1.4 sag vi
att den konvergerar mot % Med andra ord: ju fler termer vi tar

med i delsumman, desto ndrmare kommer vi %, sa att foljden av

37
delsummor konvergerar mot % Det ar darfor rimligt att ta detta

som definitionen av att den odndliga serien

Z3-10"f =0.3+0.03+0.003 + - --
k=1
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3.2 Serier och deras konvergens

har den andliga summan %, dvs

j§f3-1o—k=:l.
k=1 <

Det vi gjorde i exemplet var alltsa att betrakta talféljden s, av delsum-
mor, och konstatera att

lim s, = =
n—0o0

Vi omvandlade alltsa problemet med summan av serier till problemet med
konvergens av talfoljder, som vi redan lart oss att 16sa. Vi anvénder detta
exempel som végledning till definitionen av summan av en serie.

Definition 3.6

Vi séger att den odndliga serien ) a; konvergerar mot talet s,
k=1

o0
och skriver detta som Y ar = s, om lim s, = s (dar foljden (s,) av
k=1 n—o0

delsummor definieras som s, = a; + ag + -+ - + ay,).
Om serien inte konvergerar mot nagot tal sdger vi att den diverg-
oo
erar. Om lim s, = oo (eller —oo) skriver vi ) a, = 0o (respektive
—00) och séger att serien divergerar mot oo (respektive —oo).

Exempel 3.2.4

a) Serien

D T=THT+T+--
k=1
divergerar mot oo, eftersom den nte delsumman s, = 7n, och

lim 7n = oo.
n—oo
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3 Talfoljder och serier

b) Serien

53k=1+2+3+~-

k=1
divergerar mot oo, eftersom den nte delsumman s, i alla fall
ar storre &n n, och lim n = oco. (Man kan berdkna s, exakt:

det ar summan av (ilg ? forsta positiva heltalen, vilket ar lika
med @, som gar mot co da n — oo.
c¢) Serien
o0
d —k=-1-2-3—-.
k=1

divergerar mot —oo av samma anledning.

d) For att avgora om serien

D (-r=-141-1+--

00
k=1

konvergerar eller divergerar beraknar vi delsummorna. Vi far

s1=—1, s9=—-14+1=0, s3=—-1+1-1=—1,

och i allmanhet ar s,, = —1 om n ar udda, och s,, = 0 om n ar
jamnt. Talféljden (s,) ser alltsa ut som —1,0,—1,0, ... och &r
darfor divergent. Serien &r alltsa divergent (men inte mot oo
eller —o0).

Vi ska nu mer systematiskt undersoka konvergensen hos olika typer av
serier. En sadan typ ar geometriska serier.

Geometriska serier
Definition 3.7

En geometrisk serie ar en serie pa formen

Zark_1:a+ar+ar2+ar3+---

00
k=1
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3.2 Serier och deras konvergens

dar a och r ar reella tal.

Qp+1

o0
Med andra ord ar en geometrisk serie en serie » a, dar kvoten
k=1 ak
mellan en term och foregaende ar konstant. Talet r i definitionen ovan &r

denna konstanta kvot, och talet a ar helt enkelt den forsta termen.
For att avgora nar en geometrisk serie konvergerar anvander vi ett trick
for att fa en formel for s,,. Vi tar

Sp=a+ar+ar’+---+ar" !,
och multiplicerar med r och far
Spr=ar4+ar’ 4+ -4+ ar" '+ ar™.

Om vi nu subtraherar s, — s,r kommer alla termer att ta ut varandra
parvis, utom den forsta och den sista, dvs

Sp— Spr =a—ar" <~ (1—r)s, =a(l—1").

Om r # 1 kan vi nu 16sa ut s,, genom att dela med r — 1, vilket ger

1—r"
1—r

Sp=a

Om r = 1 far vi istéllet s,, = a+a+ ---+a = na. Vi kan nu avgora
konvergensfragan genom att lata n — oo. Detta ger oss foljande.

Vi har

e}

oma=20

— omlrl<1

.

omr>1ocha>0
—o0o om7r>1ocha<0
odef. omr < —1.

[~
Q
S
i
I
8

Sammanfattningsvis ar alltsa den geometriska serien konvergent om
a =0 eller |r| < 1, och divergent annars.

Bevis: Summan &ar per definition lim s,. Vi tittar pa detta
n—oo

gransvarde i de olika fallen och anvander vara berdkningar av s,
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3 Talfoljder och serier

ovan.

e Om a = 0 &r alla termer i serien 0, sa s, = 0 och lim s, = 0.
n—0o0

e Om |r| < 1harvi lim ™ =0, sa
n—oo

. . 1—7r" 1-0 a
lim s, = lim a =a = )
n—oo n—oo 1—r7r 1—r7r 1—17r

e Omr >1harvitvafall: » > 1lellerr =1. Om r > 1 har vi

lim 7" = co medan 1 —r < 0. I uttrycket
n—oo

1—rm
1—r

a

har vi darfér 1 — ™ — —oo och % — 0o. Hela uttrycket gar
darfor mot co om a > 0 och mot —oo om a < 0.

Om r = 1 har vi istéllet s, = na. Da n — oo gar aven detta
mot co om a > 0 och mot —oco om a < 0.

e Omr < —1 &ar r™ > 1 om n ar jamnt och v < —1 om n ar
udda. Darfor konvergerar inte s, = a% mot nagot tal om

a # 0, sa serien ar divergent. (Pa grund av det alternerande
tecknet divergerar serien varken mot oo eller mot —oc.)

Exempel 3.2.5: Zenons paradox

Zenon fran Elea (ca. 490-430 f. Kr.) stédllde upp féljande pastadda
paradox:

ska du ga en stracka, maste du forst na hdlften av strdckan,
och darefter hdlften av den aterstaende strdckan,

och darefter hdlften av den aterstaende strdckan,

och sa vidare utan slut,

och kommer darfor aldrig fram.

Argumentet ar alltsa att eftersom strackan ar en oandlig summa
av delstrackor (var och en hélften sa lang som den forra), kommer
processen att paga oandligt lange. Detta ter sig som en paradox
eftersom vi ju kommer fram nar vi ska nagonstans. Felet bestar i
antagandet att summan av en oéndlig serie maste vara oandlig. Om
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3.2 Serier och deras konvergens

vi tanker oss att strackan ar en langdenhet, ar Zenons serie

1

1—1-1—1— +

2 4 8

1 1 .
3 och r = 5. Enligt

o
vilket dr en geometrisk serie > ar*! med a =
k=1

satsen ovan ar serien konvergent, och

o

k=1 _ _
Zar —1_1—17
k=1 2

N

sa du kommer fram!

For geometriska serier kan vi alltsa helt reda ut nar en sadan serie ar
konvergent, och rikna ut vad den i sa fall konvergerar mot. For andra typer
av serier ar det mycket svart att fa fram sa precis information. Darfér nojer

man sig med att avgéra om serien ar konvergent eller divergent.

p-serier
En vanligt forekommande typ av serier ar serier pa formen
—1 1 1
=l

dér exponenten p ar en reell konstant. Sadana serier kallas informellt darfor

for p-serier. I Exempel 3.2.2 sag vi bland annat fallet p = 1, dvs serien

SRR
203

n
n=1

som kallas for den harmoniska serien; dar sag vi aven fallet p = 2, dvs

serien
n?2 49 '

n=1

Men p behover inte vara ett heltal; p = % ger t ex serien

=1 1 1
— =14 =4 =+
;\/ﬁ V2 V3

Fragan ar om dessa konvergerar eller inte. Svaret ges av foljande sats.
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3 Talfoljder och serier

o0

Serien Z - konvergerar om p > 1, och divergerar mot co om p < 1.
n

n=1

Vi kommer att kunna bevisa satsen med hjalp av integraler langre fram.

Exempel 3.2.6

Den harmoniska serien

=1 1
Z::ﬁ—le oo

ar alltsa divergent (da den &r en p-serie med p = 1), medan serien

f:l I
nan 4 9

i} . m?
ar konvergent; det visar sig att den konvergerar mot —, men att

berdkna detta ingar inte i denna kurs utan kraver Fourieranalys.

Allmanna konvergenskriterier

Givet en serie Y a, vill vi nu undersdka om den konvergerar eller diverg-
n=1
erar. Vi kommer att uppna detta genom olika test. Ett forsta nodvéandigt

villkor &r att talféljden (a,) konvergerar mot 0.

Om inte lim a, = 0, sa ar serien ) a, divergent.
n—00 il

Bevis: Vi skriver upp delsummorna
Sp,=a1tax+---+ap—1+a,

och
Sp—1 =0a1 + a2+ -+ Qy_1.

158



3.2 Serier och deras konvergens

och noterar att a, = s, — s,_1. Om serien ar konvergent sa gar del-
summorna mot nagot tal s, dvs

lim s, =s och lim s,_; =s.
n—oo n—oo

Men detta innebar att

lim a, = lim s, — s,y = lim s, — lim 5,1 =s—s=0.
n—oo n—o0 n—oo n—o0

Om serien ar konvergent maste alltsa lim a,, = 0, vilket innebar att
n—oo

om inte lim a, = 0 sa ar serien divergent.
n—oo

Skilj pa konvergensen av talféljden (a,) och konvergensen av serien

o0
> a,. Att talféljden konvergerar betyder att a,, gar mot nagot tal da
n=1
n — 0o. Att serien konvergerar betyder att summan a; +- - -+a, gar

mot nagot tal da n — oco. Téank t ex pa talfoljden (a,) =1,1,1,.. .,
dar alla element ar 1. Talfoljden konvergerar mot 1, eftersom

lim a, = lim 1 =1,
n—,oo n—,oo

medan serien divergerar mot oandligheten, dvs

ilzoo,

n=1

eftersom s, =1+ 14+ ---4+1=mn, och lim n = co. Att serien ar
n—oo

divergent foljer ocksa fran satsen ovan, eftersom talféljden (a,) inte
konvergerar mot 0.

Exempel 3.2.8

Serien
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3 Talfoljder och serier

ar divergent, eftersom lim 2 + = =2#£0.

n—oo

Observera att satsen bara ger en implikation, dvs om talfoljden inte
gar mot noll sa &r serien divergent. Om talfoljden daremot gar mot 0

kan serien vara bade konvergent och divergent. Exempelvis &r y X
n=1

divergent medan Z konvergent, trots att bade lim + = 0 och

n—0o0

lim & = 0.
n
n—oo

J

Pa samma satt som for talfoljder beror en series konvergens bara pa hur
serien beter sig nar n — oo. Man kan alltsa bortse fran andligt manga
termer i borjan. Vi formulerar detta mer precist.

o

Serien Y a, ar konvergent om och endast om serien Y a, ar kon-
n=1 n=N

vergent for nagot N > 1.

Skillnaden mellan de tva serierna ar namligen den andliga summan
a+---+an-1,

sa om en av serierna konvergerar sa gor den andra det. Observera dock
att om vi &r intresserade av vad serien konvergerar mot, spelar det forstas
en roll om vi rdknar med de forsta termerna. Oftast kommer vi dock bara
vara intresserade av ifall serien konvergerar, och da spelar startpunkten
ingen roll.

Vi avslutar med en praktisk sats.

Om Z a, och Z b, ar konvergenta med Z a, = A och Z b, =B

n=1 n=1 n=1

och k E R en konstant, sa ar

Y (ap+by,)=A+B, > (a,—b,)=A—DB, och > ka,=FkA.
n=1 n=1 n=1
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3.3 Konvergenstest for positiva serier

Dessa serier ar med andra ord ocksa konvergenta.

\. J

Exempel 3.2.10

Serien

~. 1 1

w2 o
n=1

o
ar konvergent, eftersom Y -5 ar en konvergent p-serie (p = 2 > 1)
n=1

o
och Y o= &r en konvergent geometrisk serie (kvoten ar 1 < 1).
n=1

3.3 Konvergenstest for positiva serier

o)
Vi borjar med att betrakta positiva serier, dvs serier Y a, dar a, > 0 for
n=1
alla n. Fordelen med sadana serier dr att foljden av delsummor (s,) &r
vaxande. Enligt sats 3.3 ar den déarfor antingen konvergent eller divergerar

mot oco. En direkt konsekvens av detta ar foljande.

En positiv serie ar antingen konvergent eller divergerar mot oc.

Tack vare sats 3.11 géller detta &ven om a,, > 0 bara géller fran och med
nagot N > 1.

Lat oss resonera intuitivt kring vad Anmarkning 3.2.9 séger. Skriver vi
upp de forsta fem elementen i respektive talfoljd i anmérkningen, ser vi att

1 _ g 1111

(n)n:l = L5513 och
(L)°, = 1,441 1
w2)n=1 — L1 976725"

dvs den andra talfoljden gar mot 0 mycket snabbare éan den forsta talfoljden.
Nér vi summerar serierna maste vi summera fler och fler termer, och for
att summan ska vara andlig och véldefinierad maste alltsa termerna bli
“tillrackligt sma tillrackligt snabbt”.
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3 Talfoljder och serier

For att en positiv serie ska vara konvergent maste dess termer ga
mot noll tillrackligt snabbt.

Hur avgor vi vad som ar tillrackligt snabbt? Till var hjalp har vi ett
antal olika konvergenstest som vi nu kommer att ga igenom.

Jamforelsetest

Med hjélp av de tva jamforelsetesten nedan kan man avgora om en positiv
serie &r konvergent genom att jaimfora med en kdnd serie (ofta en p-serie
eller en geometrisk serie).

Antag att 0 < a, <b, fran och med n = N.

a) Om Z b, konvergerar, sa konvergerar dven Z .

n=1 n=1
o0 [ee)

b) Om » a, divergerar mot oo, sa divergerar &ven » . b, mot oo.
n=1 n=1

Bevis: Notera att de tva pastaendena ar ekvivalenta, eftersom

positiva serier antingen konvergerar eller divergerar mot oandligheten

enligt Sats 3.13. Vi visar varianten i a). Lat s, och S, beteckna
oo

oo
delsummorna i ) a, respektive Y b,, dvs
n=1 n=1

Sp=a1+--+a, och S,=b+---+0,

Talfoljderna (s,) och (S,) ar bada véxande fran och med n = N.
Enligt antagandet konvergerar talfoljden S,,. Eftersom s, < .5, fran
och med n = N, kan inte s,, divergera mot oandligheten. Da maste
alltsa talfoljden (s,) vara konvergent, vilket per definition betyder

att > a, ar konvergent.
n=1
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3.3 Konvergenstest for positiva serier

For positiva serier galler: att vara mindre an en konvergent serie
tvingar en att konvergera, och att vara storre an en serie som diverg-
erar mot oandligheten tvingar en att divergera mot oandligheten.

Exempel 3.3.1

on —
Ar serien Z konvergent eller divergent?

Losning. V1 kornmer att avgora detta genom att jamfora med en
kand serie. For att fa en idé om vilken typ av jamforelse vi vill gora
(< eller >), gor vi forst ett intuitivt resonemang: nér n ar stort
(vilket &r det som spelar roll for konvergensen) sa &r 5n — 1 ~ 5n
och n® +1 =~ n?, si

on—1 5n 1

n+1  nd n?’
Serien verkar alltsa bete sig som den konvergenta serien » 5n—12. Det

verkar alltsa som att var serie konvergerar. For att verifierar detta

5n

>3 +1 ar konver-

anvander vi jamforelsetestet: for att visa att Z

gent maste vi hitta en konvergent serie b, sadan att on—l < Vi

3+1
beraknar
m—1 5Y0) <5n_51
n+1 " n3+1 " n3 n?

o0
och eftersom Y- 5 ar konvergent, s &r var serie konvergent. (Att
n=1

> 5# foljer fran Sats 3.9 och 3.12: den &r en multipel av en kon-
n=1

vergent p-serie.)

Exempel 3.3.2

Serien
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3 Talfoljder och serier

n+1 n 1 . .
> — = —,och )’ L 4r den harmoniska
n n el "

ar divergent, eftersom —
n

serien, som ar divergent.

Observera att jamforelsen maste vara at ratt hall. Om vi vill avgora ifall

“n—1
>

n=1

ar konvergent eller divergent, hjalper det inte att jamfora med % efter-

som ”n—_gl < % Att vara mindre &n en divergent serie (eller storre dn en

konvergent serie), séger ingenting: att ha oo som en &vre grins séger just

ingenting.

For att hantera sadana serier finns det ett lite mer sofistikerat jamforelsetest

oo (o.9)

nedan. Dar &r serien »_ a, den serie vi vill undersoka, och »_ b, ar den
n=1 n=1

kanda serien vi jamfor med.

Antag att (a,) och (b,) ar tva positiva talféljder, och att gransvardet

. a
L = lim =,
n—oo b,

antingen ar ett reellt tal L > 0 eller oo.

o0 oo
a) Om ) b, konvergerar och L # oo, sa konvergerar »_ a,.
n=1 n=1

b) Om > b, divergerar mot oo och L # 0, sa divergerar »_ a,
n=1 n=1
mot oo.

Istallet for att ga igenom beviset resonerar vi kring satsens idé.

Gransvardet L beskriver hur a,, ar relaterat till b,, da n — oco. Om

b, ar konvergent L < oo, betyder det att a, ~ Lb,, dvs beter

n=1
o

sig som en dndlig faktor ganger b, for stora n, sa »_ a,, konvergerar
n=1




3.3 Konvergenstest for positiva serier

ocksa. Om Y b, ar divergent och L > 0 (andligt eller oédndligt),
n=1
betyder det att a, inte ar forsumbart i forhallande till b,, sa a,
haller jamna steg med b, och »_ a,, divergerar ocksa.
n=1

Exempel 3.3.3

o
: : n—1 e :
Vi kan nu hantera serien Z >— genom att jamfora den med serien
n=1 n
(0.9}
> Lo vi sitter
n=1 1
n
anp = — och b, = —
n
och beraknar
N > . (n—=1)n _ ﬁz(l—%)
lim — = lim 4 = lim ——— = lim ————" = 1.
n—oo bn n—oo — n—o0 7’L2 n—o00 %j
n

Eftersom 1 > 0 och > b, é&r divergent, foljer det fran

n=1

jamforelsetestet att > a,, ar divergent.
n=1

Aven detta test kan misslyckas.

Exempel 3.3.4

ar konvergent eller diver-
— nlnn

o0
1
Antag att vi vill avgora om serien Z
n=3

gent, genom att jamfora med en p-serie. (Att vi borjar med n = 3
paverkar inte konvergensen.) Vi borjar med att jamfora med den

00 1
divergenta serien »_ L. Vi sétter a, = ——— och b, = —. Da &r
=l nlnn n
1
.Gy : 1
lim — = lim "lf” =lm — =0
n—oo b, n—oo = n—oo IN M

(eftersom Inn — oo). Grinsvérdet blev alltsa 0 vid jamférelse med
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3 Talfoljder och serier

en divergent serie, och vi kan darfor inte dra nagon slutsats utifran
testet: serien kan vara konvergent, eller divergera langsammare &n

1
Om vi istéllet provar b, = — far vi
n

1

a n
lim = = lim 2% = lim — = o0
n—oo b,  n—oo = n—oo Inn
n
(vilket foljer fran standardgrénsvérdet lim — = 0). Grénsvérdet
r—o00 I

blev alltsa oo vid jamforelse med den konvergenta serien n%, och
n=1
testet sager inget om detta nu heller: serien kan vara divergent, eller

o0
konvergera langsammare &n ) n—12 Samma sak skulle handa om vi
n=1

o

jamforde med ) n—lp med nagot 1 < p < 2: vi hamnar alltid i ett fall
n=1

da testet inte kan tillampas.

For att faktiskt avgéra om var serie konvergerar eller divergerar
behover vi anvinda integraler; vi aterkommer till detta i slutet av
integralavsnittet.

Det finns en mer allmén variant av detta konvergenstest, som

fungerar dven da gransvirdet lim 7= inte existerar:
n—oo “mn

a) Om }_ b, konvergerar och det finns ett tal C' sa att = < C

n=1

o0
fran och med ett visst n, sa konvergerar > a,.
n=1

b) Om ) b, divergerar och det finns ett positivt tal C' > 0 sa att

n=1

o
g2 > (' fran och med ett visst n, sa divergerar ) a, mot oo.
n

n=1

I del a) dr alltsa talféljden $* uppat begrinsad av ett (dndligt) tal,

och i del b) ar den nedat begransad av ett positivt tal. Som vanligt
riacker det att begrdnsningarna géller fran och med ett visst n.
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3.3 Konvergenstest for positiva serier

Kvottest och rottest

Tva konvergenstest som inte kraver jamforelse med nagon annan serie ar
kvottestet och rottestet.

Om (a,) ar en positiv talfoljd, sitter vi

. Up+1
L = lim )
n—oo an

o0
e Om 0 < L <1 &r serien ) a, konvergent.

n=1

o0
e Om 1 < L < o0 ér serien ) a, divergent mot co.
n=1

e Om L =1 kan ingen slutsats dras.
Om (a,) ar en positiv talfoljd, sitter vi

L = lim a,.

n—o0

o0
e Om 0 < L <1 &r serien ) a, konvergent.

n=1

o0
e Om 1 < L < oo ér serien ) a, divergent mot co.
n=1

e Om L =1 kan ingen slutsats dras.

~

Notera att villkoren pa L ar desamma i bada satserna. I bada sat-
serna galler vidare att om 1 < L < oo, dvs antingen ett reellt tal
storre én 1 eller oandligheten, sa gar termerna inte mot 0, vilket da
enligt Sats 3.10 gor att serien divergerar.

Bada satserna kan ses som en generalisering av konvergensvillkoret for en

o0
geometrisk serie > ar""!. Kvottestet kommer att vara mer anvindbart
n=1
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3 Talfoljder och serier

for oss. Lat oss titta narmare pa vad kvottestet sidger om geometriska
serier. Om a,, = ar™! med a # 0 far vi namligen

a1 ar™
= 1 =T
Ay, ar™—

sa L = lim r = r, och kvottestet ar 6verens med Sats 3.8 om konvergens
n—o0

da 0 < L <1 och divergens da L > 1. For L = 1 ar just den geometriska
serien divergent, men for mer allménna serier kan man inte sdga nagot
utifran kvottestet. Idén med kvottestet for allméanna positiva serier kan
sammanfattas som foljer.

Gransvardet L i kvottestet ar ett slags asymptotisk version av kvoten
ap+1 . . . . ..
— i en geometrisk serie: eftersom denna kvot inte ar kon-
n
stant om serien inte ar geometrisk, anvander man gransvardet for

att bedoma seriens beteende mot oandligheten.

Exempel 3.3.7

X 9n
Avgor om serien Z i ar konvergent eller divergent.
n!
n=1
Losning. Vi anvander kvottestet med a,, = % Da ar

any1 2"/ (n4+ 1)1 27D pl
an 27 /n o2 (n4 1)

Det forsta braket forkortas till 2 enligt potenslagar, och det andra
forkortas till #1, eftersom

m+1)!=1-2-3--n-(n+1)=nl-(n+1).

Alltsa ar >
L= lim &% — jim —0
n—00 n—oo 1, + 1

Eftersom L < 1 ger kvottestet att serien ar konvergent.

J

Notera hur potenser och fakulteter kunde forenklas i exemplet ovan.

[e.°]
Detta gor kvottestet sarskilt anviandbart for serier  a,, dér termerna har
n=1
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3.4 Absolut och villkorlig konvergens

n i en exponent eller en fakultet. Det kan tyckas specifikt, men kom ihag
att var motivation till att studera serier kom ifran att vi ville kunna séaga
sadant som att

2 28 = "
1+x+5+§+“'zzog

ar lika med e”. Sadana sa kallade potensserier aterkommer vi till inom
kort.

Exempel 3.3.8

Vad séger kvottestet om konvergensen av p-serier? Om vi betraktar

o0 o0

> a, = Y. & (dér alltsa p ar konstant) har vi

n=1 n=1

P P
nt1 _ (n+1)? _ (n—i—l) _ <1+1) R
ap, np n n n—00
Alltsa ar a
L= lim 22 =1

n—oo (A,

och ingen slutsats kan dras. (Kom ihag att vi redan vet att serien
konvergerar om och endast om p > 1.) Man kan tolka det som att
p-serier konvergerar eller divergerar for langsamt for att kvottestet
ska kunna detektera detta.

3.4 Absolut och villkorlig konvergens

I det forra avsnittet undersokte vi konvergensen av positiva serier. Vi ska
nu titta pa mer allmanna serier, dvs serier dér inte alla termer maste vara
positiva. Da finns det tva relevanta konvergensbegrepp, absolut och vill-
korlig konvergens. Vi borjar med absolutkonvergens, som helt enkelt gar
ut pa att bortse fran termernas tecken.

Definition 3.18

oo o0

Vi séger att serien Y a, dr absolutkonvergent om serien ) |a,|
n=1 n=1

ar konvergent.
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3 Talfoljder och serier

Exempel 3.4.1

a) Serien

i(—w_ 1+1 1+1 1+
n2 4 9 16 25

ar absolutkonvergent, eftersom serien

00 1)
Z( 2)

n
n=1

[e.e]

—Zi—1+1+1+i+i+
L2 4 9 16 25

n=1

ar konvergent (da det ar en p-serie med p > 1).

b) Serien

i(—l)"_ pelot o1
no 2 3 4 5

n=1

ar inte absolutkonvergent, eftersom serien

00 _1)”
Z()

n
n=1

o0

1 11 1 1
=Y S=l+-Fs+-F+-
—n 2

3 4 5

ar divergent (da det &r en p-serie med p < 1).

o
Absolutkonvergens ér alltsa konvergensen av serien ) |a,|. Eftersom
n=1

denna serie ar positiv, kan vi alltsa anvianda vara metoder fran forra avs-

o
nittet. Men vi ar egentligen intresserade konvergensen av serien » . a,, och
n=1

oo
inte Y |a,|. Foljande sats kopplar samman de bada begreppen.
n=1

oo (e.9]

Om > |a,| ar konvergent, sa dr ) a, konvergent. Med andra ord:
n=1 n=1

om en serie ar absolutkonvergent, sa ar den konvergent.
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3.4 Absolut och villkorlig konvergens

o
Bevis: Viantar att > |a,| konvergerar mot nagot A € R och maste
n=1
o0

visa att _ a, ar konvergent.

n=1
Som ett mellanled satter vi
bn =a, + |an|7
sa b, = 2a, om a, > 0 och b, =0 om a,, < 0. Detta innebéar att

0 < b, < 2[ay|

[e.9]
for alla n. Notera att serien > 2|a,| konvergerar mot 2A enligt Sats
n=1

3.12. Jamforelsetest 1 medfér da att ) b, konvergerar mot nagot

n=1
B eR.
Vi vet nu alltsa att Z b, = B och att Z la,| = A. Eftersom

n=

= b, — |a,| ger sats 3 12 att

Zan_z n— lan]) = B — A,

n=1
[e.o]
dvs > a, dr konvergent, vilket skulle visas.
n=1

Serien Z (= 2) ar konvergent eftersom den ar absolutkonvergent
n

n=1
enligt Exempel 3.4.1.

Satsen siger alltsa att om en serie ar absolutkonvergent, sa ar den kon-
vergent. Som vi kommer att se galler inte det omvéanda, dvs det finns
serier som ar konvergenta trots att de inte ar absolutkonvergenta. Detta
fenomen har ett speciellt namn.
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3 Talfoljder och serier

Definition 3.20

Vi séger att serien > a, ar villkorligt konvergent eller betingat
n=1
konvergent om den ar konvergent men inte absolutkonvergent, dvs

oo oo
om Y. a, ar konvergent men »_ |a,| dr divergent.
n=1 n=1

Absolutkonvergens ar alltsa ett starkare villkor an konvergens. Om en
serie inte ar absolutkonvergent kan den antingen vara divergent eller vill-
korligt konvergent. I allméanhet ar detta svart att avgora, men for al-
ternerande serier (serier dér varannan term &r positiv och varannan &r
negativ) finns det ett sdrskilt test.

Om talféljden (a,) uppfyller féljande tre villkor
e den dr alternerande, dvs varannan term ar (strikt) positiv och
varannan term &r (strikt) negativ, for alla n > N fér nagot N,

e den avtar i absolutbelopp, dvs |a, 1] < |a,| fér alla n > N,

e den gar mot 0, dvs lim a, =0,

n—o0
o0

sa dr serien ) a, konvergent.
n=1

Exempel 3.4.3

(="

n

Vi tillampar Leibniztestet pa serien Z fran Exempel 3.4.1.
n=1

Talfsljden (<2°)
e ir alternerande, eftersom ndmnaren &r positiv och (—1)" &r
alternerande positivt och negativt,

e avtar i absolutbelopp, eftersom

(_1)n+1
n+1

1
o411

=
< — =
n

<—1>"’

n

for allan > N,
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3.5 Potensserier

e gar mot 0, dvs lim (_i)n = 0.
n—0o0
Enligt Leibniztestet ar serien Z konvergent Vi sag i Exempel
n=1

3.4.1 att den inte ar absolutkonvergent, sa den ar darfor villkorligt
konvergent.

1)”

Om vi tillampar Leibniztestet pa serien Z sa kommer vi pa

samma sétt att se att den ocksa ar konvergent (Gor gérna detta
som 6vning.) Detta visste vi dock redan tidigare, eftersom serien &r
absolutkonvergent.

Om serien inte uppfyller alla tre kraven i Leibniztestet kan vi inte avgora
om den ar konvergent eller inte.

Vi avslutar med en grov sammanfattning av skillnaden mellan absolut
och villkorlig konvergens.

Att en serie ar absolutkonvergent innebar att den konvergerar
pa grund av att termernas storlek (absolutbelopp) gar mot noll
tillrackligt snabbt. Detta ar en starkare form av konvergens da den
ar oberoende av termernas tecken; om en serie ar absolutkonvergent
sa ar den konvergent. Om en serie inte ar absolutkonvergent kan
den anda vara konvergent. Konvergensen éar da svag i den meningen
att termernas storlek inte gar mot noll tillrackligt snabbt, men ter-
mernas olika tecken gor att de delvis tar ut varandra sa att serien
konvergerar. Denna svagare form av konvergens kallas for villkorlig
konvergens.

3.5 Potensserier

Vi har nu tillrdackligt med verktyg for att hantera den typ av serier som
motiverade vara studier: potensserier.
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3 Talfoljder och serier

Definition 3.22

En potensserie i en variabel x ar en serie pa formen

Zan(x—c)” =ap+a(z —c) +ag(z—c)*+ -
n=0

dér ¢ och ag, aq, ... ar reella konstanter.

Att serien borjar med n = 0 ar inte nodvéndigt, men vanligt. Seriens
nollte term &r alltsa konstanten ag, medan termerna med n > 0 ar funk-
tioner av variabeln . Man sager att serien ar centrerad i ¢, och konstanten
¢ kallas for seriens konvergenscentrum. Vi kommer strax att se varfor
den kallas sa.

Exempel 3.5.1

o0
a) Serien Y n!(xz —2)™ ar en potensserie centrerad i 2.

n=0

b) Serien
=1 2, " z2 8
z%gx— z%nl_1+x+§+§+

ar den potensserie som vi motte i inledningen av detta kapitel.

_E\n
c) Serien Y % ar en potensserie centrerad i 5.
n=1 n

o0

Eftersom z &r en variabel kommer konvergensen av »_ a,(z — ¢)" att
n=0

bero pa x: serien kan vara konvergent for vissa varden pa x och divergent

for andra. Dar den ar konvergent kan den sedan vara absolutkonvergent
eller villkorligt konvergent. Vi illustrerar detta med Exempel ¢) ovan.

(7= 5)"

For vilka véirden pa x &r serien Z absolutkonvergent, vill-

n n
n=1
korligt konvergent respektive divergent?
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3.5 Potensserier

Losning. Vi borjar med att undersoka absolutkonvergens, dvs for

vilka z € R serien
R
n2n
n=1

konvergerar. (Notera att bade n och 2™ &r positiva.) Nérvaron av
potenser gér att det ar lémpligt att anvanda kvottestet. Vi beraknar

|TL+1 |ZL‘ n2n|l, |n+1
im = lim
n—oo (n + 1)2nt+1 n2” n—oo (n + 1)27+z — 5|
_ n |r—5 |x—25
= lim = ,
nsoon+1 2 2
eftersom lim no_q. Enligt kvottestet ar detta konvergent om
n—oo N, + 1
|z — 5]
T<1 = |r-5]<2 <= 3<z<T
och divergent om
|z — 5]

>1 <= |z—-5|>2 <= z<3ellerz>7.

Eftersom vi tagit absolutbelopp innebéar detta att var ursprungliga
serie ar absolutkonvergent da 3 < x < 7. Nar x < 3 eller x > 7 gar
termerna inte mot 0, enligt anmérkning 3.3.6, sa serien ar divergent
da.

Gransfallen x = 3 och z = 7 maste undersokas ndrmare. Da x =7
far vi

3 far vi

som ar divergent (p-serie med p < 1). Da z
—1

(T —5)" = B-5)" (2" (-1
Zl<n2”) :Zl(nQ") :Z(nT)‘ :Zl(n)’

som ar villkorligt konvergent enligt Exempel 3.4.3.

e )
Slutsats Potensserien ) (IT) ar
n=1 nanr

e absolutkonvergent da 3 < z < 7,
o villkorligt konvergent da x = 3, och

e divergent da x < 3 eller x > 7.
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3 Talfoljder och serier

Vi sag alltsa att serien konvergerade inom ett intervall centrerat kring
konvergenccentrumet x = 5, och divergerade utanfor detta intervall. I
intervallets granser var vi tvungna att undersoka narmare vad som hande.
Detta ar ett typiskt beteende hos potensserier. Foljande sats ger hela
bilden.

For serien > a,(x — ¢)™ géller ett av f6ljande tre pastaenden:
n=0
1.) Serien &r konvergent for alla x € R.

2.) Serien ar konvergent for z = ¢ och divergent for alla = # c.

3.) serien ar konvergent da |x — ¢| < R, divergent da |z — ¢| > R,
och divergent eller konvergent da |x — ¢| = R, for nagot reellt
tal R > 0.

Nar serien ar konvergent sa ar den absolutkonvergent utom mojligen
da |z —c| = R1ifall 3.

\. J

Talet R ifall 3 kallas for seriens konvergensradie. Fall 3 sammanfattas
av foljande bild.

divergent absolutkonvergent divergent

c—R c ¢+ R

Inom avstand R fran c ar alltsa serien absolutkonvergent, och darutanfor
ar den divergent. Detta forklarar varfor ¢ kallas for konvergenscentrum. I
randpunkterna z = ¢ £ R sager satsen inget, utan serien kan vara diver-
gent, villkorligt konvergent eller absolutkonvergent; dessa punkter maste
undersokas separat, vilket fragetecknen antyder.

00 _ 5
Vi ser att serien Z %
n n
=il

med ¢ = 5 och R = 2. Vi sag namligen att serien ar absolutkonver-

i Exempel 3.5.2 faller under fall 3 ovan,
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3.5 Potensserier

gent da |z —5| < 2, dvs 3 < z < 7, och divergent da |x — 5| > 2, dvs
x < 3 eller x > 3. Var separata undersokning randpunkterna dar
|z — 5| = 2, dvs i punkterna z = 3 och x =7,

Exempel 3.5.4

a:n

o
For vilka varden pa x ar serien Z -~ absolutkonvergent, villkorligt
n!
n=0

konvergent respektive divergent?

Losning. (Visag alltsa i Exempel 3.3.7 att 2 = 2 ger en konvergent
serie.) Vi undersoker absolutkonvergens med hjélp av kvottestet och
far, med berakningar som paminner om Exempel 3.3.7, att

mn—i—l
(n+ D! e[t a2
™|z (n+1)! n+l

(n)!
Nar n — oo gar alltsa detta mot 0 oavsett vilket varde z har.
(Notera att det inte &r z, utan n, som gar mot co.) Eftersom 0 < 1
ger kvottestet att serien ar absolutkonvergent for alla varden pa x.
(Detta ar alltsa ett exempel pa fall 1 i satsen ovan.)

\ J

Exempel 3.5.5

(e}
For vilka virden pa x &r serien Y n"x" absolutkonvergent, vill-

n=1
korligt konvergent respektive divergent?
Losning. Notera att n"z™ = (nx)". For varje specifikt x # 0

kommer detta att ga mot oo da n — oo. Termerna gar alltsa inte
mot 0, och serien &ar divergent. Nar x = 0 ar alla termer i serien 0,
och serien &r da (absolut)konvergent. Serien &r alltsa divergent for
alla x € R forutom konvergenscentrum x = 0. (Detta &r alltsa ett
exempel pa fall 2 i satsen ovan.)

Sammanfattningsvis kan man siaga att fall 1 svarar mot R = oo och fall
2 mot R = 0. Fall 3 ar da ett mellanting mellan de tva extremerna, dér
0< R < oo.
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3 Talfoljder och serier

(o)
For de x dar potensserien Y | a,(z—c)" ar konvergent, sa konvergerar
n=0
alltsa serien mot ett reellt tal som varierar som funktion av z. Med
o0

andra ord innebér detta att »_ a,(z — ¢)” = f(z), en funktion av
n=0

x. Denna funktion kan ibland vara vélbekant: exempelvis kommer

vi att se langre fram att nz—:l i—? = e”.

J

Nar en potensserie konvergerar kan vi alltsa behandla den som en funk-
tion av x. Man kan da t ex fraga sig om denna funktion &ar deriverbar och
vad derivatan i sa fall ar. Svaret ges av foljande sats.

Om serien » a,(x — ¢)™ &r konvergent i ett intervall (¢ — R, c+ R)

n=0
for nagot R > 0, dvs om

for alla  med ¢ — R < x < ¢+ R, sa ar funktionen f deriverbar pa
detta intervall, och

f'(x) = Z nan(z —c)™ L.

Notera att derivatan av (z — ¢)™ ar precis n(z — ¢)" ' om n > 0, sa det

satsen siger ar att man deriverar serien term for term och adderar. (Den
nollte termen &r en konstant vars derivata ar 0.) Vi vet redan att derivatan
beter sig vil med avseende pa andliga summor, dvs att

% (Z an(x — c)") = Z na,(x —c)" 1,

n=0

sa for att bevisa satsen maste man visa att denna likhet fortsétter att gélla
nar vi later N — oco. Vi gor inte detta i detalj.
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Exempel 3.5.7

(z —5)"
n— n2n
Dérfor ar den deriverbar pa det intervallet. Skriver vi

a) Visag att serien ) ar konvergent pa intervallet (3, 7).
=1

sa galler

for alla x med 3 < x < 7. Vi kan derivera detta igen pa samma
satt och fa

f//(x) _ Z (TL — 1)(;_ 5)n—

for alla  med 3 < x < 7. (Notera hur satsen medfor att
denna potensserie borjar med n = 2, ett steg hogre an i
forstaderivatan.) Detta kan upprepas for att berdkna hogre
ordningens derivator.

x’I’L

oo
b) Vi sag att serien — dr konvergent Sverallt, dvs pa inter-
n=0 T

vallet (—R, R) oavsett vad R > 0 &ar. Funktionen

x  n 2 £C3

T T
g(x):zgmzl+x+§+§+---

ar alltsa deriverbar 6verallt, och

n—1 €9 n—1 2 1'3

) 2 nx T T
pu— p— —:1 — —_— DY
g (@) nzl 7l Zl(n—n! LTI

n=

vilket ju exakt ar g(z). Att ¢'(x) = g(z) har sin forklaring i
att g(z) = €”, som vi strax kommer att se.
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3.6 Taylorserier

o
I det forra avsnittet utgick vi fran en potensserie » . a,(x—c)™ och avgjorde

n=0
var den konvergerade mot en funktion f(x). I detta avsnitt ska vi gora det
omvéanda: utga fran en funktion och representera den av en serie.

Definition 3.25

Om en funktion f(x) ges av f(z) = > an(z — ¢)" pa ett intervall
n=0

(¢ — R,c+ R), séger vi att funktionen f representeras av serien

> an(z — ¢)" pa det intervallet.

n=0

o0

Att f(x) = > a,(x—c)™ betyder alltsa att serien konvergerar mot f(x).

n=0

Givet en funktion f sadan att f och alla dess derivator f’, f” f", ...

dr definierade pa ett visst intervall (¢ — R,c + R), vill vi hitta en
o

serierepresentation av f, dvs en potensserie » . a,(x — ¢)™ som kon-

n=0
vergerar mot f(z) pa det intervallet. For att gora det behover vi

berdkna ag, aq, .. ..

En anledning att gora detta ar att det ger oss mojlighet att berdkna
funktionens virden med s& hog precision vi vill. Aven om vi har en
formel for f(z), t ex f(z) = sinz, ar det oklart for en dator vad t
ex sin 20 ar och hur det beraknas. Daremot kan da,toreolg> addera och

multiplicera tal effektivt. Om vi lyckas skriva sinz = Y a,(z — ¢)"
n=0
kan datorn enkelt rakna ut summan av de forsta /N termerna i serien

(dar N kan vara ett stort tal). Att serien konvergerar mot sinz
innebar just att for varje precision vi soker kan vi vélja N tillrackligt
stort for att fa en approximation med den precisionen. Om detta
paminner dig om resonemanget med taylorutveckling sa kommer vi
strax att se att det inte dr nagon slump.




3.6 Taylorserier

Lat oss anta att f(x) representeras av serien » . a,(z —¢)" pa intervallet
n=0
(¢c—R,c+ R), och att f, f', f,... alla &r definierade dér. Vi vill ta reda
pa vad ag, a, ... maste vara. Om
o
f(z) = Zan(a: —co)"=ag+a(r—c)+ay(z—c)?+az(x—c)+---
n=0

kan vi siatta in © = c och fa
f(C) :ian(c—c)”:a0+aM+aM+aM+...
n=0
sa vi far ap = f(c). Sedan deriverar vi. Sats 3.24 ger
f(z) = inan(x —o)" ' =ay 4+ 2a9(x —¢) +3asz(x —c)* + -
n=1
och sétter vi in x = ¢ far vi
f'(c) = inan(c — )" = ay + 2as(c—7c) + 3as(c—c)F + - --
n=1

sa a; = f'(c). Deriverar vi igen ger Sats 3.24 att

f(x) = Z (n — )nay(r —¢)" * = 2ay +2 - 3az(z —¢) + - - -
n=2

. P o . 17 f”(c)
och sétter vi in x = ¢ far vi nu att f”(c) = 2as, dvs ay = 5 Upprepar
vi deriveringen och inséttningen av x = ¢ far vi

f"(c)=2-3as, fY(c)=2-3-4ay, ... fW(c)=nla,, ....,

. . . f™) .. . et

sa 1 allmanhet ar a, = . Vi har nu kommit fram till foljande: om

n!

f(z) representeras av serien Y a,(x — ¢)"™ pa nagot intervall, sa maste
n=0

an = f(j;( ‘) . Serien ar alltsa

© (n) " 17

Z f n!(c) (x_c)n = f(C)—f-f’(c)(J}-c).}. f2(|C) (ZL‘-C)Q—f-f;'C) (IL‘—C)?)—}-- N
n=0

som ar den “oandliga taylorutveckling” vi sokte i inledningen av detta
kapitel. Vi har natt vart mal, och foljande definition ger serien ett lampligt
namn.
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Definition 3.26
Om f(z), f'(x), f"(x),... ar definierade pa ett intervall kring = = c,

kallar vi serien ~
Z f '(C) ( T — C)n
n=0 ’

n

for taylorserien till f kring ¢. Om ¢ = 0 kallas serien aven for
maclaurinserien till f.

Notera att taylorserien kan vara konvergent 6verallt, konvergent pa
ett intervall eller divergent overallt utom i x = ¢. Det kan faktiskt
ocksa hénda att den konvergerar mot nagot annat &n f(z). Det
enda vi har kommit fram till &r att om en potensserie konvergerar
mot f(z) pa ett intervall, sa maste det vara taylorserien till f.

Exempel 3.6.3

Lat oss bestimma maclaurinserien till f(z) = e*. Vi har f'(z) =
f'(x)=---=¢€" sa

x"_l o
m— +$+§+§+"'.

Vi sag i Exempel 3.5.4 att denna serie ar absolutkonvergent Gverallt.

For att verifiera att serien i det forra exemplet faktiskt konvergerar
mot just e, och inte mot nagon annan funktion, maste vi visa att
delsummorna gar mot e”, dvs att

N on
lim — | =€~
N—o0 Z n'

n=0




3.6 Taylorserier

Detta kraver ett teoretiskt resonemang, vilket vi gora med de kun-
skaper vi har. Summan

2 IL’3 Z‘N

Nx"_l T
Z;m— +$+§+§+"'+m

ar inget annat &n maclaurinpolynomet Py(x) av ordning N till e*.
Enligt Taylors sats ar

Pn(x) = €® — En(z)

dér Ey(x) ér feltermen som uppfyller

xN-i—l N+1

En(z) = f(NH)(S)m = esh

for nagot s mellan 0 och x. Alltsa géller

N n
2 T g
st (E m) — A

n=0
_ c T
- ]\}1—I>noo(e Ex)
J— 1. X S :,UN+1 — X
I e (N+1)!) <

dar den sista likheten beror pa att braket gar mot 0 for varje givet
x. Alltsa konvergerar serien mot e* overallt.

Maclaurinserierna till nagra viktiga funktioner kan vi fa fran Sats 2.45.

n—1lz"
—.

Exempelvis har In(z+1) maclaurinserien ) (—1) Vi avgor var denna
n=1

serie konvergerar.

Exempel 3.6.5

o)
. . . _ n . . .
For att avgora var serien ) (—1)""'Z- &r konvergent, anvénder vi
n=1
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kvottestet for att avgora var serien ar absolutkonvergent. Vi har

n+1
‘(_1)7”;«1“ n|z|"t! n

O] " D a1

n
+1
alltsa att serien ar absolutkonvergent da |z| < 1 och inte absolutkon-
vergent da |x| > 1. Enligt Sats 3.23 ar konvergensradien 1, sa serien
ar absolutkonvergent da |z| < 1 och divergent da |z| > 1. Om vi
undersoker punkterna x = =+1 separat far vi att serien ar villkorligt
konvergent da x = 1 och divergent da x = —1; vi lamnar detta som
ovning.

och nidr n — oo gar -~ — 1, sa |z| — |x|. Kvottestet siger
n+1 Y n

Maclaurinserien ar alltsa konvergent pa intervallet (—1, 1] och divergent
annars. For funktionen In(x 4 1) betyder detta att utanfor det intervallet
hjdlper det inte att ta fler termer © maclaurinutvecklingen, eftersom sum-
morna inte narmar sig funktionsvirdet. (Detta &r mest intressant da z > 1,

eftersom funktionen inte &r definierad da x < —1.)

Vi avslutar med foljande sats, som bygger pa Sats 2.45, och talar om pa
vilket intervall maclaurinserierna till vara vanliga funktioner konvergerar

mot respektive funktion.
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sin &

COS T

In(z+1)

arctan x

och

(x4 1)

Foljande géller pa respektive intervall

o0 72 3
;mx =lto+o 45+

i (=" L2 o x_3+a7_5_
— (2n + 1)! 3l ' 5l

n=1 3
Z (=1)" Ll z? i z°
—~ 2n + 1 3 5

pa R

pa R,

pa R,

pé’ (_17 1]7

pé‘ [_17 1]7

Beviset for e* har vi sett i anmarkningen ovan, och de andra pastaendena
kan visas pa liknande satt.
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4 Integration

4.1 Idé: arean under grafen

Nar vi deriverar en funktion far vi ut funktionens forandringshastighet i
en viss punkt. Detta ar lokal information, som beskriver hur funktionen
beter sig i ett visst 6gonblick. Vi vill nu gora det motsatta: vi vill veta
hur mycket som en funktion ackumulerat (globalt) under ett intervall, givet
funktionens forandringshastighet i varje 6gonblick. Vi illustrerar denna idé

med ett exempel.

Exempel 4.1.1

4 |

En partikel fardas med hastigheten v(t) ldngs en linje. Den startar
vid tiden ¢t = a. Hur langt har den fardats vid tiden t = b7

Vi soker alltsa den sammanlagda (ackumulerade) striackan As som
partikeln fardats under tiden At = b—a. For att svara pa den fragan
maste vi veta v(t). Om v(t) dr konstant, ség v, vet vi fran skolan att
strackan ar hastigheten ganger tiden, dvs

Geometriskt ar detta arean hos en rek-
tangel med bas b — a och hojd v. Vi kan
illustrera detta grafiskt: om vi ritar grafen
till y = v(t), ar detta arean under grafen,
ovanfor t-axeln, mellan ¢ = a och t = b.
Detta illustreras av figuren till hoger.

As = vAt =v(b—a).

0 2 4

area, och den totala striackan ar summan av dessa areor. Detta kan

4

0 2 4

Om hastigheten inte ar konstant over hela
tidsintervallet, blir det nagot svarare. Fal-
let da hastigheten ar styckvis konstant, dvs
konstant over kortare delintervall, illustr-
eras har. Pa varje sadant delintervall &r
strackan lika med motsvarande rektangels
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4 Integration

vi i princip gora hur korta delintervallen an ar.

I exemplet gavs alltsa den ackumulerade strackan av arean under grafen
av en (styckvis) konstant funktion. Fragan &r hur vi hanterar detta for
allmédnna kontinuerliga funktioner, som den i figuren nedan till vanster.
Exemplet ger oss foljande idé.

; [ .
- =~
N\\.\ | - =
/ N / N
2 2
I ENNSRRER RN I NEERERENEEEE

Vi vill definiera och bestamma arean av omradet under kurvan y =
f(z) och ovanfor z-axeln, och mellan z = a och x = b. Vi gor detta
genom att dela upp intervallet [a, b] 1 korta delintervall, och pa varje
delintervall formar vi en rektangel som i figuren ovan till hoger, dar
héjden ges av funktionsvérdet i nagon punkt pa delintervallet. Detta
ger oss en union av rektanglar. En sadan union av rektanglar ger
en approximation av det ursprungliga omradet, som ar battre ju fler
och ju kortare delintervallen ar. Summan av rektanglarnas areor ger
oss en approximation av arean, och vi bestammer arean genom att
ta gransvardet da antalet delintervall gar mot oo och deras bredd
mot 0.

Det finns flera fordelar med detta satt att definiera och studera arean:
e Det ar enkelt att rakna ut arean av rektanglar.

e Vi kan berékna gransvardet for att fa ett exakt viarde, om det exis-
terar.

e Om vi vill gora en numerisk approximation racker det att ta tillrackligt
manga, tillrackligt korta delintervall, utan att ta gransvéardet.
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4.2 Integralens definition

o [ exemplet med hastigheten ar det tydligare varfor arean faktiskt ar
den ackumulerade striackan, da detta géller i det styckvis konstanta
fallet. Sa ar det i manga andra tillimpningar.

Vi kommer att definiera integralen av en funktion pa detta sétt, koppla
den till derivator genom begreppet primitiv funktion, och ga igenom olika
metoder for att berakna integraler.

4.2 Integralens definition

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa intervallet [a,b]. Vart mal ar att
gora idén ovan precis for att definiera och rdkna ut arean mellan y = f(z)
och z-axeln pa intervallet [a, b].

Vi delar in intervallet [a,b] i nagot antal n delintervall genom att vélja
punkter

a=29g<T1 < Ty < Tp_1<x,=D>b
Detta kallas for en partition, dvs indelning, av intervallet [a, b] i n delin-

tervall. Notera att delintervallen inte behover vara lika langa; vi kallar
langden av intervallet [z; 1, x;] for Az;.

a ' b
Pe o——o ® ° ° o—+
X0 X1 [ X9 X3 Xi 1 | X X1 X
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4 Integration

Lat oss fokusera pa det ite intervallet [z; 1, x;] for
7 mellan 1 och n. Detta ar ett slutet och begransat
intervall, och eftersom funktionen ar kontinuerlig
vet vi fran Sats 1.17 att den kommer att ha ett
maximum och ett minimum pa det intervallet. Vi
har alltsa en minpunkt [; och en maxpunkt u; pa
intervallet [z;_q,x;]. Vi konstruerar tva rektanglar
med bas Azx;: den mindre rektangeln har hojden
f(l;) och arean f(l;)Axz; och den stérre har héjden
f(u;) och arean f(u;)Az;. Det géller alltsa att

Detta galler om funktionen &r positiv. Aven om funktionen inte &r
positiv kan vi berdkna produkterna f(l;)Ax; och f(u;)Ax;; det galler
fortfarande att f(l;)Ax; < f(u;)Ax;, men man far da en “area med
tecken”, eftersom f(l;) och f(u;) kan vara negativa. Det visar sig
att detta ar precis vad som behovs i tillimpningarna av integralen.
Allt matematiskt som vi gor har fungerar oavsett om funktionen
ar positiv eller inte, men den intuitiva bilden av arean galler om
funktionen ar positiv.

Vi gor detta for varje ¢ mellan 1 och n och summerar. Detta leder oss
till foljande begrepp.

Definition 4.1

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa intervallet [a,b], och lat P
vara en partition av intervallet [a,b] i n delintervall.
Den nedre riemannsumman L(f, P) definieras som

L(f,P) = Z f)Az; = f(lh) - (31— 20) + -+ + f(ln) - (¥n — Tn-1)

dér [; &r en minimipunkt pa intervallet [z; 1, x;].
Den 6vre riemannsumman U(f, P) definieras som

U(f,P)= Zf(uz)sz = f(w) - (1 —20) + -+ f(un) - (T — Tn1)

dér w; &r en maximipunkt pa intervallet [z;_1, z;].

190



4.2 Integralens definition

Om funktionen &r positiv ar alltsa L( f, P) summan av arcorna av de min-
dre rektanglarna, vilket ger en nedre uppskattning av arean under grafen,
och U(f, P) dr summan av areorna av de storre rektanglarna och dérmed
en Ovre uppskattning av arean under grafen.

Exempel 4.2.2

Betrakta f(r) = 2% pa intervallet [0,1]. Berdkna L(f, P) och
U(f,P), dar P &r partitionen 0 < }l < % < % < 1, som delar in
intervallet [0, 1] i fyra lika langa delintervall.

Losning. Delintervallen ar alltsa
0,4, |
1

sa varje delintervall har lingd Az; = ;. Eftersom funktionen &r
vaxande pa intervallet, r den vanstra d&ndpunkten en minimipunkt
[; pa det ite delintervallet, och den hogra andpunkten ar en max-
imipunkt u; dar. Rektanglarna i den nedre och 6vre riemannsumman
ser ut som foljer.

L 3,3, och [3,1],

N[

Y

=

/
| | L/ I//
/
/
4
Vi beraknar
4

L(f,P) = ;f(li)A:ci

= f(h) -3+ fla) g+ fUs) 3+ f(l)- g

= 10)-$470) 14 10) 1+ 16) 3

S O P BNt e
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4 Integration

och

= z=(1u1 i+ flus) -+ flua) - g
= f@)-a+fG) -1+ ()5 (1)
BRGNS B et

Genom att forfina partitionen far vi battre uppskattningar av arean.
Om vi delar upp varje delintervall i exemplet ovan i tva delar, far vi en ny
partition P’. Bilden ser da ut som foljer.

R B = _/

_..:‘ ;/—7’

Vi lamnar det som 0vning att berakna riemannsummorna; resultatet blir

L(f, P") = 2, vilket ar storre &n 5, och U(f, P') = 2k, vilket &r mindre

LI
LN

An 2.

Pgazrtitionen P’ ar en forfining av partitionen P, dvs den fas genom att
dela upp delintervallen i P i mindre delintervall. Vi ser att en forfining
av partitionen leder till att de nedre riemannsummorna 6kar och de ovre
riemannsummorna minskar. Allmént géller att om P’ ar en forfining av P,

sa ar L(f, P") > L(f,P)och U(f,P") <U(f, P), sa
L(f,P) < L(f,P") SU(f, P") <U(f, P).
Dessutom géller att om P; och P, ar vilka partitioner som helst, sa ar
L(f,P) <U(f, P).

Varje nedre riemannsumma ar alltsa mindre &n varje évre riemannsumma.
Genom att vélja vara partitioner allt finare, kan vi minska avstandet mellan
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4.2 Integralens definition

de 6vre och nedre summorna. Den storhet vi vill at, “arean med tecken”,
ligger nagonstans daremellan, sa “i basta fall” ar detta avstand noll, sa att
de nedre summorna och de 6vre summorna mots i ett och samma reella tal
I. 1 sa fall finns det ett entydigt tal I som uppfyller

L(f,P1)§[§U(f,P2)

oavsett vilka partitioner P; och P, vi valjer. Detta tar vi som definitionen
av integralen.

Definition 4.2: Integralen

Lat f : [a,b] — R vara en kontinuerlig funktion. Om det finns ett
entydigt bestamt tal I sadant att I > L(f, P) for varje partition P
av [a,b], och I < U(f,P) for varje partition P av [a,b], sa sdger
vi att f &r integrerbar pa intervallet [a,b]. Talet I kallas da for
integralen av [ pa [a,b] eller integralen av f fran a till b, och

vi skriver
I= / f(z) dx.

a

Notationen for integralen bestar av olika delar. Integraltecknet

ar en stiliserad variant av bokstaven “S” som i summa, och betonar
kopplingen till riemannsummor. Talen a och b kallas for den nedre
respektive 6vre integrationsgransen. Funktionen f som ska inte-
greras kallas for integranden. Slutligen anger dz att integrationen
ar med avseende pa variabeln x. Observera att det inte spelar nagon
roll vilket namn pa variabeln vi valjer, utan

/bf(x) dx:/bf(t) dtz/bf(@) Q0

osv. Detta beror pa att integralen ar ett tal och inte en funktion,
sa nar man integrerar forsvinner variabeln. Detta ar rimligt med
tanke pa att arean under en kurva inte paverkas av hur vi betecknar
koordinataxlarna.

Rent stilistiskt skriver man ibland integrationsgréanserna narmare
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4 Integration

b
integraltecknet, som / f(z) dx.

Man kan fraga sig hur ofta detta “basta fall” ar uppfyllt: vilka kontin-
uerliga funktioner ar integrerbara? Foljande sats ger ett positivt besked.

Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b], sa &r f inte-
grerbar pa [a, b].

Integralberakning med riemannsummor

Definitionen av integralen ar inte konstruktiv: den sager inte hur vi bestammer
talet I. Detta ska vi dgna oss at nu. Vi borjar med att generalisera exem-
plen i det forra avsnittet.

Vi kommer att behova nagra summaformler nedan.

l=1+1+1+ --+1=mn,

-

=1

< 1
i:1—|—2+3+'--+n:—n(n+ ) och

> —

=1

&= 6 .

=1

Den forsta formeln géller per definition och den andra har du sakert
mott forr, medan den tredje kan visas pa flera sitt, t ex genom
induktion.

Exempel 4.2.5

Betrakta f(z) = x? pa intervallet [0,1]. Berdkna L(f, P) och
U(f,P), dar P &r partitionen av intervallet [0, 1] i n lika langa delin-
tervall (dar n &r nagot positivt heltal).

Losning. Vi har de n delintervallen
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4.2 Integralens definition

Det ite intervallet &r alltsa [+, £] och har lingd Az; = 1. Eftersom
f ar viaxande pa intervallet, ar [; = % (den vénstra dndpunkten)
och u; = % (den hogra &ndpunkten). Vi borjar med att berdkna den
ovre riemannsumman

U(f,P) = Zf(uimxi

Enligt summaformeln fran Anmarkning 4.2.4 far vi alltsa

U(j,’P):%n(n—l—l)(j(Zn—l—l) _ <n+13)5122n+1)'

Pa samma satt har vi den nedre riemannsumman

L(f,P) = Z f(l)Az;

Notera att

D (E-12=0+12+2%+---+ (n—1),

i=1

och eftersom 02 = 0 dr detta alltsi summan av de n — 1 forsta
kvadraterna. Vi kan anvanda summaformeln ovan, med n— 1 istallet
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4 Integration

for n, och fa

6 6

Zn:(i gy (n—1Dn2n-1)+1) (m—1)n2n-1)
Darmed ar

U(f,P)= T;(n — 1)72(2n - 1) _ (n — 1257(122’” _ 1>'

J

I exemplet berédknade vi U(f, P) och L(f,P), dar P &r partitionen av
[0,1] i n delintervall. Vad hinder om vi tar gransvirdet da antalet intervall
n — oo (och deras langd + — 0)? For de dvre riemannsummorna géller

(et D@En+1) AR 1
lim = lim = -,
n—00 6n2 n—00 6% 3

och for de nedre riemannsummorna galler

—1)(2n—-1
lim (n )@2n ) = lim o= —,
n—00 6n2 n—00 G%Z 3

L Fran det kommer vi nu att kunna dra

1
1
/xde:—‘
0 3

Resonemanget ar som foljer: funktionen ar kontinuerlig och darfor vet vi
att den ar integrerbar, sa det finns ett entydigt tal I som uppfyller kraven
i definitionen av integralen. Eftersom varje nedre riemannsumma ar min-
dre an eller lika med varje 6vre riemannsumma, ar gransvardet av nedre
riemannsummor ocksa mindre an eller lika med varje 6vre riemannsumma.
Pa samma satt ar gransvardet av 6vre riemannsummor storre én eller lika
med varje nedre riemannsumma. Talet % fick vi samtidigt som gransvérdet
av nedre och av 6vre riemannsummor. Det uppfyller alltsa kraven i defini-
tionen av integralen, och eftersom det bara finns ett tal som gor det, maste
integralen vara %

Genom att ta gransvardet fick vi alltsa véardet pa integralen, och det
spelade ingen roll om vi tog gransvardet av de Ovre riemannsummorna
(dar rektanglarnas hojd dr maximal) eller de nedre riemannsummorna (dér
rektanglarnas hojd dr minimal). Genom ett slags klamsats kan vi konstat-

era att man kan vélja vilken punkt som helst pa varje delintervalll Om

Bada griansvardena ar alltsa
slutsatsen att

wl
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4.2 Integralens definition

funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b], och vi véljer en parti-
tion av intervallet i n delintervall [z;_1,;], kan vi definiera en allmén
riemannsumma som

Z flei)Awy,
i=1

dér ¢; ar en valfri punkt pa intervallet [z;_1,z;]. (Som vanligt betecknar
Ax; = z; — x;_; delintervallets langd.) Vi far nu till slut en formel for att
berakna integralen.

Lat f : [a,b] — R vara en kontinuerlig funktion, dela in intervallet
[a, b] i n delintervall [zg, 1], ..., [x,_1, 2] och betrakta riemannsum-
man

Z flei)Az;,

dér ¢; &r nagon punkt pa delintervallet [z;_1, x;] och Az; = x; —x; ;.

Da ar
n

[ i@ = Jim 3 fe)an

n—00
allaAz;—0 ;=1

I gransvardet gar alltsa n — oo och Ax; — 0 for alla i. T exemplen
ovan delade vi in intervallet [a,b] i n lika langa delintervall, sa inter-
vallens bredd gick automatiskt mot 0 nar antalet intervall gick mot
oandligheten. I allménhet behover det dock inte vara sa, och darfor
maste man kréva bada delarna.

Bevis: Vi jamfor var riemannsumma med den nedre riemannsum-
n n

man Yy f(l;)Ax; och den 6vre riemannsumman | f(u;)Az,;. Har ar
i=1 i=1

l; och u; en minpunkt respektive maxpunkt pa intervallet [x; i, z;].

Darfor galler

f(lz> < f(Cz) < f(uz)

n

> J)Aw <Y fle)Azi <Y f(wi) A,

i=1

197



4 Integration

Nar vi tar gransvardet da n — oo och alla Az; — 0, kommer den

b
nedre och den 6vre riemannsumman att ga mot I = / f(z) dx,
a

1
enligt samma resonemang som vi gjorde ovan for / x? dz. Vi har
0
alltsa . . .
i=1 i=1 i=1

— —

Man kan visa att klamsatsen &ven géller for denna typ av
gransvarden. Déarfor foljer det att dven

Z f(cl)Aa:Z — [,
=1

vilket skulle visas.

Som vi tidigare namnt behover inte funktionerna vara positiva. Vi bel-
yser detta tva exempel.

Exempel 4.2.7

1
Berikna [ (—z?) dx.

0
Losning. Enligt Sats 4.4 kan vi berdkna integralerna som
gransvardet av valfri riemannsumma. Vi véljer att dela in intervallet
[0,1] i n lika langa delintervall och ta

Z fe)Az;

dér ¢; ar den hdgra dndpunkten i det ite intervallet. (Detta blir
i sjalva verket den nedre riemannsumman, eftersom funktionen &r
avtagande, sa den hogra dndpunkten dr en minpunkt.)

Vi har alltsa

==, fla)=—(c)’=~ (%)27 och Aw; =g

n’
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4.2 Integralens definition

n n n
i)2 i)2
> fleyhe=d - (44 = -3 (474
i=1 i=1 i=1
Figuren nere till hoger visar hur detta ser ut for n = 4. Sanér

som pa tecknet ar detta samma summa som vi beraknade i Exempel
1

4.2.5 nar vi beraknade / 22 dx, och #r alltsa lika med —%.
0
Nér n — oo (och alla Az; — 0) gar detta P
1
1 .
mot —z. Vi far alltsa / (=2 dz = —=. Att 27T R
0 3 N
detta dr precis lika med — fol (x?) ar forstas in- N
get sammantraffande; geometriskt beror detta g
pa att det ar samma area, men nu under z- 5

axeln. Poangen med exemplet ar att visa hur
detta hanger samman med riemannsummorna.

Exempel 4.2.8

1
1

Berékna/ (= — z?) dz.
0 9

Losning. Vi anvinder samma partition som i forra exemplet och
fortsatter med de hogra andpunkterna. Nu ar

C; = %, f(Cl) = % — (Ci)z = % — (%)2, och A$l = %,
58 n n n n

S fe)dn =Y (- (=D -3 ()4

i=1 =1 =1 =1

Vi lamnar det som 0vning att 6vertyga sig om att den forsta summan

ar lika med % Den andra summan ar, som i forra exemplet, lika med
— DGt Nir n — oo (och alla Az; — 0) gar detta alltsa mot

6n2

e .l
+—1=0. Vifar alltsd [j (3 —2?) dz =0.
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4 Integration

Att integralen i det forra exemplet blev 0 beror
pa att olika tecken tar ut varandra. Detta kan
man se geometriskt i figuren till hoger. Ur =
definitionen av integralen féljer det att det vi
beraknar ar arean mellan kurvans positiva del s
och z-axeln minus arean mellan kurvans posi-
tiva del och z-axeln. Om dessa tva areor ar lika
stora ar integralen darfor 0.

o
o

Exempel 4.2.10

En partikel ror sig langs x-axeln. Partikelns hastighet vid tiden t ges
av f(t) = 3 — t*. (Positiv hastighet innebér att partikeln ror sig till
hoger, och negativ hastighet att den ror sig till véinster.) Vid tiden
t = 0 &r den i origo. For att ta reda pa var partikeln befinner sig
vid tiden ¢t = 1, behover vi berdkna den ackumulerade forflyttningen
over tidsintervallet [0,1]. Som i exemplet i borjan av detta kapitel
ges detta av integralen av hastigheten over detta intervall, dvs

1
1 2
/ 11 dt.
0

I forra exemplet sag vi att denna integral ar lika med noll. Partikeln

har darfor sammanlagt forflyttat sig 0 fran origo, och ar tillbaka i
origo vid t = 0. Detta beror pa att funktionen % — 2 byter tecken

pa intervallet, som vi kan se i grafen i anméarkningen ovan. Partikeln
ror sig alltsa forst at hoger, langsammare och langsammare, tills den
vander efter drygt halva tiden och ror sig allt snabbare at vénster.

J

Det kan tyckas opraktiskt att anvanda riemannsummor for att
berdkna integraler, sarskilt da vi kommer att anvdnda sa kallade
primitiva funktioner (“antiderivator”) for att berdkna integraler i
Avsnitt 4.4 nedan. (Du kanske redan stott pa detta i dina tidigare
studier.) Det finns dock bade teoretiska och praktiska anledningar:
e Vi behover definiera integralen pa nagot satt for att
overhuvudtaget kunna bevisa att den kan berdknas med hjalp
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4.3 Egenskaper hos integralen

av primitiva funktioner.

e Definitionen med hjalp av riemannsummor lampar sig vl
for numeriska berdkningar och approximationer. Inom
tillampningar far man ofta inte en funktion f som ges av nagon
behéndig formel, utan snarare en virdetabell dar f(c;) fatts
for andligt manga punkter ¢; genom nagot slags experimentellt
arbete. Man kan da approximera integralen med en lamplig
riemannsumma.

e Aven om funktionen f ges av en formel ér det i allménhet svért
att bestdmma primitiv funktion. Man kan da programmera en
dator for att berdkna integralen, och aterigen ar definitionen
via riemannsummor anvandbar.

4.3 Egenskaper hos integralen

Vi borjar med att sammanfatta nagra grundliggande egenskaper hos inte-
gralen, som kommer att vara anvandbara i berakningar.

Om a, b, c € R och f och g ar kontinuerliga funktioner pa de aktuella
intervallen, sa géller

W [ fw) de=0,

) [0 == [ 10 @
o [t [ a=[ o,
/f o dx—/f dx-l-/()d

)/k f(z) de =k /f ) dz, dir k € R &r en konstant,

f) / f(z) de =0, om f &r udda pa intervallet [—a, al,
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4 Integration

a

g) f(z) de = 2/ f(z) dz, om f jamn pa intervallet [—a, al,
—a 0

och

/abf(x) dx

b) < [17@) da.

Bevis/geometrisk idé Lat oss geometriskt forsta och till viss del
bevisa de olika delarna.

Del a) foljer av att intervallet [a, a] har lingd 0, sa varje partition
av intervallet bestar av ett enda delintervall av langd Ax; = 0. Varje
riemannsumma ar darfor lika med 0. Den geometriska tolkningen ar
att arean av ett omrade med bredd 0 &r 0.

Del b) ser kanske konstig ut: om b > a sa kan man ju inte tala om
intervallet [b,a]. Den &r att betrakta som en konvention: om b > a,

sa definierar vi integralen
/ f(z) dx
b

med hjalp av riemannsummor, dar nu Ax; ar negativt, vilket svarar
mot att vi gar fran b at véanster till a. Detta kommer att vara
anvandbart nar man berdknar integraler dar integrationsgranserna
ar obekanta.

Del c) illustreras bést av figuren till hoger.
Geometriskt innebar den att den totala arean v v
ar summan av de tva delarna pa vardera sidan /
om xr = c. Man kan bevisa detta genom att
sla ihop en partition av [a, ] och en partition |
av [c, b] till en partition av [a, b]; vi hoppar dver = ¢ p
detta.
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4.3 Egenskaper hos integralen

Del d) séger att integralen dr kompatibel med addition. For att
bevisa den anvander vi Sats 4.4:

n

JPf@) +g@)de = lim o S(f(er) + gle) A
allaAz; —01=1

= m (Z <cz->A:vi+Zg<c@->Axi>
allaAz;—0 \i=1 i=1

= lim Y f(e)Az + lim o 3 f(e)Az
allaAz; —01=1 allaAz; —0 =1

= [V fz) do+ [) g(x) da,

dar vi accepterar utan bevis att aven denna typ av gransvéarden ar
kompatibel med summan. Den geometriska tolkningen nedan bygger
pa att omradet under f(z) + g(x) fas genom att “stapla” omradena
under respektive funktion ovanpa varandra.

/| /|

+ =

Del e) séager, pa motsvarande sétt, att integralen dr kompatibel
med skalning.

Del f) och g) utnyttjar symmetrin hos funktionen f, vilket illus-
treras av figurerna nedan.
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I bada fallen ar arean till hoger om y-axeln lika med arean till vanster
om y-axeln; da funktionen &r udda (som i den vénstra figuren) &r
tecknen olika och den totala integralen ar noll, och i det jamna fallet
ar tecknen lika och den totala integralen ar dubbelt sa stor som
integralen av funktionen till hoger om y-axeln. Mest anvandbar ar
f), som gor att man kan eliminera integraler av udda funktioner pa
symmetriska intervall utan att berdkna dem.

I del h) &r det viktigt att notera att absolutbeloppet av integralen
ar mindre an eller lika med integralen av absolutbeloppet, och inte
nodvandigtvis lika med, som vi kommer att se i nésta exempel.

Integralens geometriska tolkning

Vi har sagt att vi definierar arean av omradet under grafen genom inte-
gralen. Fran skolan kan vi berdkna arean av vissa vilbekanta geometriska
former, som cirklar och trianglar, med andra metoder. For att vara riktigt
noga maste vi egentligen verifiera att bade integralen och formlerna fran
skolan ger samma resultat, ifall omradet ar en cirkel, en triangel, osv. Vi
har sett att det stammer for rektanglar. Det visar sig, som tur ar, att det
mycket riktigt ar sa, vilket man kan visa genom att beriakna motsvarande
riemannsummor. Vi gor inte detta har, utan nojer oss med slutsatsen att
om omradet under grafen dr en (del av) en cirkelskiva, en triangel, en rek-
tangel, eller en union av sadana omraden, sa ger integralen och de valkanda
formlerna samma svar. Darmed kan vi anvanda geometriska resonemang
for att berdkna vissa integraler.

Exempel 4.3.1

Anvénd ett geometriskt resonemang for att berdkna
a) f_21 z dx, b) ‘fflx d:z:’, c) f_21 |z| d.
Losning.
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4.3 Egenskaper hos integralen
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a) I figuren till vanster ser vi kurvan y = x. Enligt resonemanget
i Anmarkning 4.2.9 ar integralen lika med arean av den stora
triangeln minus arean av den lilla triangeln, dvs

2
22 1-1

/ xda:z———zi

1 2 2

b) Detta ar absolutbeloppet av integralen i a), dvs 3| = 2.

c¢) I figuren till hoger ser vi kurvan y = |z|. Integralen ar nu
summan av de tva trianglarnas areor, dvs

2
2:2 11 5
dr = — + — = —.
/_ 1 |z| dx 5 + 5
Notera hur absolutbeloppet av integralen av f(z) = x ar min-
dre &n integralen av absolutbeloppet | f(x)| = |z|. Vi har alltsa
olikhet enligt del h) av satsen ovan.

Exempel 4.3.2

2
For att beriakna / —V4 — 22 dz kan vi
—2

anvanda ett geometriskt resonemang. Kurvan T4 7 %
y = —+v4 — x? pa [—2,2] ar en halvcirkel: det
ar den nedre halvan av kurvan y? = 4 — 22,

—
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4 Integration

dvs 22 +y? = 22, som ér en cirkel med radie 2
och centrum i origo. Integralen ar alltsa minus halva cirkelns area.
Eftersom cirkelns area ar 4w ar

2
/ —V4 — 22 dox = —27.
—2

En medelvardessats for integraler

Liksom derivatan uppfyller aven integralen ett slags medelvérdessats.

Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b], sa &r

/ f(z) dz = (b— a) £(c)

for nagot ¢ € [a, b].

Satsen ar av stor teoretisk betydelse. Den ar dock inte konstruktiv, i
bemarkelsen att den inte ger nagon information om hur vi kan hitta ett
sadant c. Notera ocksa att det kan finnas flera méjliga ¢ € [a, b].

Den geometriska tolkningen av satsen i
fallet da f ar positiv ar foljande: arean
under grafen, dvs fab f(z) dx, ar lika med
arean av en rektangel med bas b —a och ——
hojd f(c), dvs (b —a)f(c), for nagon val
vald punkt ¢ € [a,b]. Om f inte dr posi-
tiv galler denna tolkning ifall man forstar
arean och héjden som en area/hdjd med
tecken.

Bevis: Eftersom funktionen ér kontinuerlig pa det slutna intervallet
la,b], ger Sats 1.17 att den har ett minsta varde f(I) och ett storsta
véarde f(u), dér [ och u ligger i intervallet [a, b]. Integralen uppfyller
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4.3 Egenskaper hos integralen

darfor
b= < [ 1) do < 0= aflw)

och division med b — a ger

f: f(x) dz <

b—a -

f) < f(u).
Enligt satsen om mellanliggande vérden, som galler da f &ar kontin-
uerlig, antar funktionen alla virden mellan f(I) och f(u). Eftersom

) b
J @ do J;(_I()l % s ett sadant virde innebir detta att W = [f(c) for

nagot ¢ € |a,b|, vilket dr innebdrden av att f antar det vérdet i

b
punkten ¢. Med andra ord ar / f(z) dz = (b—a)f(c), vilket skulle

visas.

Integralen av styckvis kontinuerliga funktioner

Vi har hittills bara definierat integralen av kontinuerliga funktioner. Man
kan utvidga definitionen till vissa diskontinuerliga funktioner som foljer.

Definition 4.7

Antag att a = dy < dy < dy--- < d, = b ar punkter pa intervallet
[a,b], och att funktionen f &r definierad pa det 6ppna intervallet
(di_1,d;) for varje i = 1,2,...,n. Antag vidare att pa varje (d;_1,d;)
sa ar f(x) = fi(x), dér f; &r kontinuerlig pa det slutna intervallet
[d;—1,d;]. Da definierar vi integralen av f pa [a, b] som

b d ds dn
a/f(x) dx:g{ﬁ(x) dx +dl/f2(56) dl’—l—~-+dn/1 fn(z) dz.

Figuren visar ett sadant exempel.

Kravet pa funktionen f ser tekniskt ut, \

men innebar att den ar kontinuerlig utom \ /\
mojligen i dndligt manga punkter d;, och

att den kan utvidgas till dessa punkter. \

Detta garanterar att hoppen som funk-

¢
L
{ ]
[)
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4 Integration

tionen gor ar dndliga (och utesluter t ex
att f(x) — oo nagonstans pa [a,b], ett
beteende vi kommer att studera senare).
Funktionen ar alltsa styckvis kontinuerlig
med andligt manga andliga hopp.

Exempel 4.3.3

2
Berékna / f(z) dx, dar
0

f(ac):{ V1—22 om0<uz<l1,

x om 1<z <2,

Lo6sning. Fran definitionen ovan har vi

/Olf(x) dxz/olmcix+/12xdx.

Den forsta integralen i hogerledet ar arean av

en kvartscirkel med radie 1, och den andra ar °
arean av ett omrade som bestar av en och en
halv kvadrat med sidan 1. Vi har darfor

1 2
3
/\/1—x2dxzﬁ och /xdx:—,

2
T 3 7w+6
sa [ flx)de=—-+4+=-= :
/0 1727 "1

4.4 Primitiva funktioner och analysens
huvudsats

Vi ska nu koppla samman derivator och integraler. Till detta behover vi
ett slags omvandning av derivatan.
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4.4 Primitiva funktioner och analysens huvudsats

Definition 4.8

Antag att f ar en funktion som &ar definierad pa nagot intervall I.
Vi sager att en funktion F' ar en primitiv funktion till funktionen
f pa intervallet I om F'(z) = f(x) for alla x € 1.

Exempel 4.4.1

e Funktionen F(z) = z? ar en primitiv funktion till f(z) = 2z
pa R, eftersom F'(z) = 2z for alla z € R.

e Funktionen G(r) = 2? + 7 ar ocksa en primitiv funktion till
f(z) = 2z pa R, eftersom G'(z) = 2z + 0 = 2z for alla x € R.

Exemplet visar att det inte finns en unik primitiv funktion: om F' ar
en primitiv funktion till f (pa nagot intervall), och G(z) = F(x) + C,
dér C ar en konstant, sa ar G'(x) = F'(z) + 0 = f(x), sa G &r ocksa en
primitiv funktion till f. Darfor sager man en primitiv funktion istallet for
den primitiva funktionen, eftersom man ar fri att addera konstanter. Som
nasta sats visar ar detta den enda frihet man har.

Om F och G &r primitiva funktioner till f pa nagot intervall (a,b),
sa ér G(z) = F(z) + C, dér C' € R &r en konstant, pa intervallet.

Bevis: Att bade F' och G ar primitiva funktioner till f betyder att
F'(x) = f(x) och G'(x) = f(x) for alla z € (a,b). Detta innebér att

d
L

sa G(z) — F(x) ar en konstant C' enligt sats 2.18. Darfor ar G(z) =
F(z)+C.

G(x) ~ F(x)) = G'(x) — F'(2) = f(2) — f(z) =0,

Ofta later man bli att specificera vilket intervall det handlar om. Om
man siger att F ar en primitiv funktion till f, utan att ange nagot intervall,
menar man att man betraktar ett intervall dar F'(x) = f(x) géller pa hela
intervallet. Pa det intervallet ar alltsa F' deriverbar med derivatan f.
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Exempel 4.4.2

Om F(x) &r en primitiv funktion till f(x) = 2", dér r # —1, sa ar

Vi star nu antligen redo att koppla samman derivator och integraler.
Denna koppling ar sa fundamental att den kallas for analysens huvudsats.

Lat f vara en funktion som &r kontinuerlig pa intervallet [a, b].
Del I. Funktionen

mwzfﬂwﬁ

uppfyller G'(z) = f(z) for alla x € [a, b)].
Del II. Det galler att

/f@ﬁzF@—F@,

dér F &r nagon primitiv funktion till f pa intervallet [a, b].

Del T ger oss ett satt att konstruera en primitiv funktion med hjalp av
integraler, medan Del II siger att vi kan berakna integraler med hjalp av
primitiva funktioner. Del II, som kommer att vara ett viktigt verktyg for
att berakna integraler, féljer fran Del I, som vi kommer att se i beviset.

Lat oss forst darfor undersoka Del I lite ndrmare. Det ar viktigt att
forsta vilken roll variablerna ¢ och z spelar. Integralen &r med avseende pa
t, och svarar geometriskt mot arean (med tecken) mellan kurvan y = f(t)
och t-axeln. Den vanstra integrationsgransen ¢ = a ar konstant, medan
den hogra integrationsgriansen ¢ = z &r variabel. Funktionen G(z) &r en
funktion av den variabeln z. I figuren nedan ar G(x) arean av omradet
under grafen, Over t-axeln, mellan ¢ = a och ¢ = x for nagra olika varden
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4.4 Primitiva funktioner och analysens huvudsats

pa .

Q

G(x) }:\\_/ Gl \r\/ . (}\\T/

Derivatan G'(z) anger alltsa forandringshastigheten i integralen, och beskriver
hur snabbt arean (med tecken) dndras da = &ndras. Del I i satsen séger
att denna forandringshastighet precis ges av funktionen f, dvs

2 ([ roa)=ro.

Lat oss titta pa ett exempel déar vi kan rdkna ut alla delar konkret.

Exempel 4.4.3

T

Vi betraktar G(x) = / f(t) dt i fallet da f(t) =
9t och @ = 0. Vi har alltsa

Gla) = /0 “ot dt.

N

o 4>\

Nar x > 0 ar detta arean av en triangel med bas
x och hojd 2z, som vi ser i figuren. Arean av

triangeln &r 2% = 2%, sa

~

G(z) = z°.

(Notera att variabeln ¢ inte forekommer i uttrycket: den har “inte-
grerats klart”.) Genom en enkel derivering far vi G’(z) = 2z, vilket
ar precis vad Del I av Analysens huvudsats siager:

G'(x) = f(z) = 2u.
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4 Integration

Notera hur den vanstra andpunkten inte spelar nagon roll for vérdet
av G'(x). Om vi upprepar foregaende exempel med a = 1 istéllet for
a =0 far vi G(x) = 2? — 1 (gor girna detta!). Skillnaden ar alltsa
en konstant, vilket inte paverkar derivatan: G'(z) = 2z. Detta ar
rimligt: en andring av den vanstra andpunkten svarar mot att lagga
till eller ta bort en konstant area till integralen, vilket forandrar
virdet av G(z), men inte derivatan. Genom huvudsatsen hénger
detta samman med att tva primitiva funktioner bara skiljer sig at
pa en konstant.

Beviset av huvudsatsen ar relativt kort och mycket instruktivt.

Bevis av Analysens huvudsats:
Del I Vi deriverar G(z) = [ f(t) dt med avseende pa x. Enligt
derivatans definition &ar

G(z+h) — G(x)

G'(x) = lim
z+h T z+h
[ rwd-frwa T @ a
— lim -2 a — lim =
h—0 h h—0

dér den sista likheten foljer fran integralens egenskaper (Sats 4.5.c).
Enligt medelvérdessatsen for integraler (Sats 4.6) &r

/ ) dt = (e 4+ h - 2)£(e) = hF(0

for nagot ¢ € [x,x + h], sa

z+h
[ f(t) dt
iy = = iy M = i 10

Eftersom c ligger mellan x och x + h, kommer ¢ — x da h — 0, sa

lim f(c) = lim /(c),

c—T

men f dr kontinuerlig, sa detta &r lika med f(z) enligt definitionen
av kontinuitet. Alltsa har vi visat att G'(z) = f(x), dvs Del L
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4.4 Primitiva funktioner och analysens huvudsats

Del II Lat nu F' vara nagon primitiv funktion till f pa interval-
let [a,b]. Eftersom funktionen G fran Del I &r en sadan primitiv
funktion, sager Sats 4.9 att

Fz) = Glz) + C = / F(#) dt+C,  C konstant,
for alla « € [a,b]. Sérskilt géller alltsa
b

F(b)zG(b)—l—Cz/ f(t) dt+C och

Fla)=G(a)+C= [ f(t)dt+C=0+C.
Nér vi subtraherar F'(b) — F'(a) tar konstanterna ut varandra; vi far

b
PO~ F(a) = [ f0) dt

och satsen dr darmed bevisad.

Exempel 4.4.5

Berakna . .
r 2 * 2 r 2
a) %/ e " dt, b) %/ e dt, ¢ %/ e " dt.
7 7 a7
och
Losning.

a) Vi kan anvinda huvudsatsens forsta del med G(z) = [ f(¢) dt
dar f(t) = e . Vi far da

d x
@ /. e dt=G'(x)=e".

Notera att huvudsatsen gor att vi inte behover rakna ut inte-
gralen for att bestdmma dess derivata.
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b) Aven hir later vi G(z) = [ f(t) dt. Det vi scker ir alltsa

d%G(x ). Vi kan da anvanda kedjeregeln med G som yttre
funktion och 2® som inre funktion. Den inre derivatan ar 322,
sa

d 1.3 , -
dr et = G'(2%) - 32 = e~ @) . 322 = 3%
z

Har har vi bade en variabel undre grans och en variabel Gvre
grans. Eftersom Del I av huvudsatsen bara kan hantera en
variabel at gangen, och den variabeln maste vara i den Gvre
gransen, delar vi upp integralen i en valfri punkt. Lat oss vélja
att dela upp it =7, sa

3 3 3

43 7 T T T
/ e dt = / et dt+/ eV dt = —/ et dt+/ et df
43 T 7 7 7
dér vi anvénde Sats 4.5.b) for att vénda pa grinserna. De-
riverar vi detta sa far vi
3
e dt + / et dt)
7

_d ; —t2
= d_/ t—— e dt,

7

3

d 2 _
s e dt =

6

vilket ér lika med 3z2e~*" — e~ enligt a) och b) ovan.

Exempel 4.4.6

214

Beréikna3 0
a) / t* dt och b) / cosv dv.
2 —

Losning.




4.4 Primitiva funktioner och analysens huvudsats

a) En primitiv funktion till f(t) = t? ar F(t) = g Enligt huvud-
satsens andra del far vi
B 22 19

/23152 dt = F(3) — F(2) T o=

b) Hér ar sinv en primitiv funktion till cosv, sa huvudsatsens
andra del ger

0
/ cosv dv =sin0 —sin(=%) =0— (-1) = L.

r
2

For att berdkna en integral kan man alltsa forst rakna ut en primi-
tiv funktion till integranden, och sedan satta in granserna. For att
avlasta hjarnan nar man gor detta infor vi notationen

I b) i exemplet ovan skulle detta se ut som

v 0
/ cosv dv = (sinv)| =sin0—sin(-35)=0—(-1) =1.

s
b 2

Obestamda integraler

Vi har sett att om F(x) &r en primitiv funktion till f(z), sa ar varje
primitiva funktion till f(z) lika med F(x) + C fér nagon konstant C' € R.
Den allménna primitiva funktionen ar alltsa pa formen F(z) + C, och for
detta har man den behandiga notationen

/f(:v) dr—F(x)+C,  CcR

Beteckningen ska paminna oss om kopplingen mellan primitiva funktioner
och integraler, och kallas for en obestamd integral, for att skilja den fran
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integralen

/ab f(z) dx

som for tydlighets skull a&ven kallas for en bestamd integral.

Exempel 4.4.8

Vi har

medan t ex

Det ar viktigt att inte blanda ihop bestamda och obestamda inte-
graler. En obestamd integral ar en funktion som innehaller en allméan
konstant.® En bestamd integral ar ett reellt tal. Kopplingen ges av
Analysens huvudsats: om F ar en primitiv funktion till f sa &r

/f F(z)+C, C €R, medan /f = F(b) — F(a)
Observera alltsa att det ar fel att pasta att
2 7
z? dz = 3 ) CeR;

det skulle betyda att integralen kan vara vilket reellt tal som helst,
men i sjalva verket ar den lika med det reella talet % Aven om

vi anvander en annan primitiv funktion an % for att berdkna inte-

gralen, far vi
2
23 13
= (5+)-(3+2) -1

2 3
/ r? dr = <x_+0)
1 3

dvs konstanterna tar ut varandra som i beviset av huvudsatsens an-
dra del. Med andra ord ar

/ (@) dz = F(b) — F(a)
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4.4 Primitiva funktioner och analysens huvudsats

oavsett vilken primitiv funktion F' man véljer. Man brukar da valja

den som i sammanhanget ar enklast. I exemplet ovan valde vi z—; och

inte t ex ’”—; + 7; rent matematiskt hade det inte gjort nagon skillnad,
men vi hade behovt genomfora subtraktionen 7 — 7 i onodan.

“Man kallar detta for en familj (dvs méngd) av funktioner: en funktion (famil-
jemedlem) for varje vérde pa C.

Exempel 4.4.10

1
Bestam /— dx.
T

Losning. Vi vet att % Inx = —. Eftersom Inz bara ar definierat
da z > 0 foljer det darfor att

1
/—dx:lnx—f—C', CeR, omax>0.
73

1
Notera dock att — aven ar definierad da z < 0. Da ar inte Inz
T
definierat, men déremot &r In(—z) det. (Om t ex z = —2 sa ar
—x =2 och In(—z) = In2.) Kedjregeln ger:

d 1 1

En primitiv funktion till 2 &r alltsa Inz om x > 0 och In(—z) om
x < 0. Fran definitionen av absolutbeloppet géller alltsa att

1
/—dmzln|x|+0, C eR.
x

Analysens huvudsats gor att vi kan berdkna integraler genom att berdkna
primitiva funktioner. For manga funktioner ar detta mycket effektivare an
att anvanda riemannsummor. For de grundlaggande elementara funktion-
erna kan vi i princip lasa Tabell 1 fran avsnitt 2.9 bakldnges. Vi far da
Tabell 2 nedan.

Primitiva funktioner ar kompatibla med addition och skalning, eftersom
derivatan &dr det: om F(x) &r en primitiv funktion till f(z) och G(x) ar
en primitiv funktion till g(z), sa a&r F(x) + G(z) en primitiv funktion till
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/Odﬂc = C

l.r—i—l

/$Td$ = 7“—|—1+C omr € R\ {-1}

1
/—d:v = In|z|+C
J x

/exd:v = &+ C

/cosxd:v = sinz+C

/sinﬂvd:v = —cosz+C

1
/ dr = arctanz + C
J 1+2a?

Tabell 2: Nagra obestamda integraler (C' € R).

f(z) + g(x), eftersom

L (P(@) + Cl) = Fla) + C'a) = f(2) + o).

Pa liknande sétt dr k- F'(x) en primitiv funktion till - f(z), om k € R &r
en konstant, eftersom - (kF(z)) = kF'(z) = kf(z). Vi har dirmed visat
foljande.

Om f och g ar kontinuerliga funktioner, och £ € R en konstant, sa
ar

[ @+ @ do= [ f@) do+ [ g(@) da

och

/kf(x) dz = k/f(x) dz.
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Exempel 4.4.11

Vi har
/ex—2cosxda::e”‘“—251nx+0, CeR,

eftersom derivatan av hogerledet ar e* — 2 cos x.

Man kan tycka att detta inte stammer med satsen ovan: vi har ju

/exdx:ex+0, C eR,

och
/cosa: dr =sinz + D, D eR;

borde inte da
/e””—Qcosx de =¢"+C —2(sinz + D) =€® —2sinz + C — 2D

istallet for

e —2cosx dr =¢€* —2sinz + C?

Svaret ar att detta ar lika korrekt: 1 bada fallen ar svaret e* — 2sinz
plus en allmén reell konstant, och en summa/differens/skalning av
allmanna konstanter ar ocksa en allman konstant.

Exempel 4.4.13

Berékna /cos(?;x) dx.

Losning. Vi vet att e sinx = cosz. Med kedjeregeln far vi
x
d
— sin(3x) = 3cos(3x). Sats 4.9 siger da att 3 sin(3x) &r en primitiv
funktion till cos(3z). Vi kan kontrollera detta direkt med derivering:

% <% sin(3x)> = % - B cos(3z) = cos(3x),
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sa
1
/005(395) dx = 3 sin(3z) + C, C eR.

Exempel 4.4.14

1
1

Antag att vi vill berdkna / — dz. Enligt tabellen ovan ar
-2 95

/—da:—/ ’Qda:—_—l—i-C———%—C

sa F(r) = —— en primitiv funktion till f(z) = —. Sétter vi in
x

(D]

1
1 3
Analysens huvudsats borde da siga att / — dz = —5 Man kan
—92 9%

granser sa far vi

1
fraga sig om detta kan stamma. Funktionen f(r) = — dr ju aldrig
x
negativ, sa hur kan integralen vara negativ?
Svaret ar att detta inte stammer. Integralen
kan inte beraknas med hjalp av Analysens hu-

vudsats, eftersom satsen endast géaller da funk- » L

tionen ar kontinuerlig pa intervallet. 1 detta
fall &r inte =5 kontinuerlig pa [—2, 1], eftersom .
den inte ar kontinuerlig (eller ens definierad) /( \
10. Pagrundavatt2—>oodax—>0ar 44
detta en sa kallad generaliserad integral, som vi kommer att kunna

beridkna lite senare.

4.5 Integrationsteknik: substitution
Vart mal ar nu alltsa att integrera sa manga funktioner som mojligt. Enligt

Analysens huvudsats behover vi darfér kunna bestamma primitiva funk-
tioner till, sa manga funktioner som mdojligt. Vi har redan gjort detta
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till vissa standardfunktioner och summor, differenser, och skalningar av
dessa. Man kan fraga sig om det finns en allmén metod for att berdkna
J f(z) dx, utan att ga végen via riemannsummor. Svaret dr negativt. Att
bestdmma en primitiv funktion, vilket i nagon mening d&r omvandningen
till att derivera, ar i allmanhet svarare an att derivera. Var strategi i de
kommande avsnitten kommer att vara att forsoka hitta en omvandning till
deriveringsregler, som t ex kedjeregeln och produktregeln, for att kunna
bestamma primitiva funktioner.

Vi borjar med att hitta en “omvandning” till kedjeregeln och inleder
med ett exempel.

Exempel 4.5.1

a) Kedjeregeln ger — sin(7x) = cos(nzx) - 7, sa

dx

/COS(?T[E) - dx = sin(nzx) + C, C eR.

b) Kedjeregeln ger — sin(z?) = cos(2?) - 2z, sa
T

/cos(x2) -2z dx = sin(2?) + C, C eR.

I exemplet hade vi integraler pa formen

/ f(9(2)) - ¢ (x) da,

dér alltsa integranden innehaller av en sammansatt funktion f(g(x)) mul-
tiplicerad med den inre derivatan ¢'(x). Integranden ar alltsa precis vad
man far nar man deriverar en sammansatt funktion med kedjeregeln:

d

- F(g(x)) = F'(g(x)) - ¢'(x)

sa om F ar en primitiv funktion till, dvs F’ = f, &r detta precis lika med
f(g(x)) - ¢(x). Vi har alltsa

%F(g(m)) = f(9(2)) - 4 (@),
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sa F(g(x)) ar en primitiv funktion till hogerledet, dvs
[ ) g@ de=F)+C. cer

Integraler av den typen forekommer ganska ofta. I detta fall visste vi att
vi hade startat med sin(2?), sa vi kunde integrera genom att ga det steget
bakldnges. For att kunna hantera en sadan integral mer systematiskt infor
vi en ny variabel, t ex u, for att beteckna den inre funktionen, sa vi sétter

u = g(r)
vilket innebar att
du ,
ar Y (@).

Skriver vi om likheten ovan med den nya notationen far vi

[ #a@) o) o -
[ ar -

i

JECRT

Den markerade likheten &r langt ifran sjélvklar och behéver motiveras,
vilket vi kommer att gora strax. Notera dock att det som hant ar att vi
gatt fran en (kranglig) integral med avseende pa den gamla variabeln z till
en (lattare) integral med avseende pa den nya variabel u. Lat oss tillampa
detta pa vart exempel ovan.

Exempel 4.5.2

Vi vill berakna
/cos(:ﬂ) -2z dx.

Svarigheten i denna integral kommer av att vi har det krangliga
uttrycket 22 i cos-funktionen. Vi infor darfor en ny variabel v = 22

222



4.5 Integrationsteknik: substitution

., au Q T . .. q @2
och har da i 2x, som vi kénner igen i integranden. Vi far
x

/cos(xQ) 2 dr =
d
/cos(u) : ﬁ iz =

cos(u) - du.

Detta ar nu en integral med avseende pa wu, som vi enkelt kan
berédkna:

/cosudu:sinu—l—o, C eR.

Eftersom u ar en variabel vi sjalva introducerat byter vi tillbaka till
den gamla variabeln i svaret. D& u = 22 blir svaret alltsa

sin(z?) + C, C eR.

. 7

Det som hénde var, kort sagt, att vi bytte variabel fran z till u. Vari-
abelbytet forenklade integralen

/cos(:vQ) -2x dx

/Cos(u) du,

som ar en enkel standardintegral. Denna integrationsteknik kallas darfor
for variabelbyte eller substitution.
Lat nu ga igenom varfor den fungerar, dvs varfor likheten

[ e = [ s

o1 g . du .
galler. Det ser ut som en brakforkortning d—dx = du, men detta ar bara
x

till

du . .. ;
notation: — ar en derivata och inget brak, och dx har vi inte hanterat for

x
sig sjalv. I sjalva verket ar detta en omskrivning av kedjeregeln. Likheten

sdger alltsa att integralen av f (u)% med avseende pa x ar lika med inte-

gralen av f(u) med avseende pa u: bada ar ndmligen F'(u), vilket ar vad
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4 Integration

steg 3) sdger. For att verifiera detta deriverar vi F'(u). Om vi deriverar
F(u) med avseende pa z far vi komma ihag att u = g(z) ar en funktion av
x. Kedjeregeln ger da

d du du
—ZF(u) = Fl(u) - — = il
() = F'(u) - 5 = f(u) -
Om vi istéllet deriverar F'(u) med avseende pa u &r u var variabel, sa
L p) = F(u) = f(u)
du B B '

d
Detta innebér att F'(u) a ena sidan dr en primitiv funktion till f (u)d—u
z

med avseende pa x, och a andra sidan en primitiv funktion till f(u) med
avseende pa u, dvs

/f(u)iﬁjédx:F(u)—i—C:/f(u)-du.

Exempel 4.5.3

Berakna / ver +2 e* dx.

Losning. Vi noterar att uttrycket e® 4+ 2 under rottecknet vallar

svarigheter och vill genomfora variabelbytet v = e* 4+ 2. Derivatan
du

— = €% ingar som faktor i integranden, vilket innebér att vi kan gora

x
detta variabelbyte. Nar vi redovisar berakningarna ar det vanligt att
skriva in variabelbytet i en ruta eller tankebubbla. Vi far

u=e"+2
/\/ex+26xdm: zliu—ex :/\/ﬂdu.

x

du = e* dx

du
(Notera att den sista raden i rutan ar du = d—d:v; att skriva ut detta

5
hjélper oss att se vad som ska ersittas med du.)

Nu &r substitutionen klar och vi kan integrera med avseende pa u.
Vi har

i u?/2 2 3
/\/ﬁdu:/u2du:3/—2+C’:§u +C, C eR.
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4.5 Integrationsteknik: substitution

Slutligen byter vi tillbaka till den gamla variabeln i svaret.
2
Svar. /\/ef’f—|—2 e’ d:c:§(e‘”+2)3/2+0, C eR.

Man kan sammanfatta detta som foljer.

Variabelbytet u = g(x) kan forenkla integralen genom att ersitta ett
krangligt uttryck g(z) med en ny variabel. For att detta ska vara

2 . U ..
mojligt maste derivatan i ¢'(x) finnas som faktor i integranden.

Kedjeregeln kan formuleras som d—udx = du, vilket ger en integral
x

med avseende pa wu.

I variabelbytet forekommer likheten Y 4 = du innanfor integralen.

Detta har vi motiverat med kedjeregeivn, vilket a&r matematiskt kor-
rekt. Vi har inte arbetat med uttryck av typen dx och du (sa kallade
differentialer) forutom innanfér integraler. Det finns en precis teori
for sadana uttryck, som vi inte kommer att ga igenom héar. Informellt
kan man ténka pa dx som en infinitesimal (dvs “forsvinnande liten”)
forandring i x, och pa samma sétt dr du en infinitesimal forandring i

u. Derivatan d_u blir da en omvandlingsfaktor mellan férédndringen i
x

x-led och forédndringen i u-led. Likheten Z—udx = du fas da fran den
75

faktiska brakforkortningen
Au

W:AU

du
genom att lata Ax — 0. Att derivatan T ar gransvardet av braket
x
Au
Ar vet vi sedan tidigare; det nya ar att man genom precisa defini-
x

tioner kan motivera hur denna gransvardesprocess tar Az och Au
till dx och du.

I fysiken anvander man ofta sadana differentialer for att uttrycka
olika samband. Lat oss titta pa en partikel som ror sig med hastighet
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4 Integration

v(t) ldngs en linje. Sambandet mellan stréckan s och tiden ¢ skrivs
ofta som
ds = v(t) dt.

Detta ska tolkas som att en liten forandring av strackan ges av
hastigheten ganger en liten fordandring av tiden. Nar man behdver
rakna pa detta satter man in det i lampliga integraler. Om partikeln
star vid position sg vid tiden ty, och vid position s; vid tiden ¢, far

V1 s "
/ ds = / v(t) dt.
S0 to

Eftersom vénsterledet ar precis s; — sg ar detta precis som i Exempel
2.1.11.

Exempel 4.5.5

Berakna / L dz.
241

d
Losning. Vi gor variabelbytet v = 22 + 1. D4 ar d—u = 2z. Vi har
x
inte 2z, utan bara x, som faktor i integranden. En sadan skillnad pa

en konstant faktor kan vi dock enkelt atgarda, eftersom

1
T 5-230

x2—|—1:a72—|—1'

Integralen blir darfor

. . u=x2+1 .
_21' = du =
2 dr = 2 _9rdr=| — =9 :/zd.
/x2—|—1 . /xQ—l—lx * dx 2 uu
du = 2z dx

Genom att flytta ut konstanten framfor integralen ser vi att detta ar
lika med

1 /1 1 1
—/—du:—ln\u|—|—C’:—ln|x2+1\+C, C eR.
2) u 2 2

Eftersom 22 + 1 > 0 behovs dessutom inte beloppstecknet.

Nar man beraknat en primitiv funktion, sarskilt om det ar en invecklad
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4.5 Integrationsteknik: substitution

berakning, kan och bor man alltid kontrollera svaret genom att derivera.
Kedjeregeln ger

d (1 1 1 x

—(zIn|z*+1|+C) == 27 +0 = :
daz(2n’x+ I+ > SR |
Derivatan av resultatet ar alltsa den funktion vi borjade med, vilket betyder

att resultatet verkligen ar en primitiv funktion.
Variabelbyte ar en anvandbar metod aven om det inte ar uppenbart att

: : du . "
man har en “uthoppad inre derivata” T iintegranden, som nasta exempel
x

visar.

Exempel 4.5.6

Berakna /tanx dx.

sinx
sa

Losning. Vi anvander oss av att tanx = ,
cos T

sin x 1
/tanxda::/ dx:/
cos T CcoS T

. . . . . v
Vi kan nu gora substitutionen v = cosx, eftersom derivatan — =

sinx dzx.

7
—sinz (néstan) ar en faktor i integranden. Minustecknet (dvs kon-
stanten —1) kan vi kompensera pa samma sétt som konstanten 2 i
forra exemplet. Vi far

v =cCosx
dv
1 = i 1 1
/ sinx de =| dr SHLE :/—(—1) dv:—/— dv.
0S5 dv = —sinz dz Y &

—dv = sinz dx

Denna integral ar lika med

—Injv|+C = —In|cosz| + C, C eR.

Svar. /tanx dx = —In|cosz| + C, CeR.

\ 7

Med hjalp av substitution kan man berdkna varianter av standardinte-
gralerna. Vi tar upp tva exempel.
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Exempel 4.5.7

Berakna ]
3x+1
a)/e+dx, b)/mdfl?,
dar a # 0 ar en reell konstant.
a) Vi har
t=3r+1dx
dt 5
/63$+1 dr =| dz = /%etdt =1’ +C,
dt =3 dx
%dt =dx

och byter vi tillbaka till den ursprungliga variabeln ar detta lika
med = %63”1 +C, dar C € R. (Notera att dt = 3 dx, sa vi har
samma, problem med en konstant faktor som i Exempel 4.5.5.
Vi multiplicerade bada sidor med %, vilket fungerar eftersom
det vi multiplicerar med &r konstant.)

b) Hér kan vi anvénda oss av standardintegralen

1

dt = arctant + C, C eR.
241

For att gora detta behover vi skriva om integralen sa att

namnaren ar pa formen (...)> + 1. Vi har

1 1 1 1

?2+a? a2 (5 +1) _?(%24_1'

Var integral ar alltsa lika med

tzfdx
dt
1 1 = 1 1 a
) (2)*+1 di=1de | @) 241
a dt =dx

1 1 1
= a/m dtzaarctant—i—c

1
= —arctan(%) + C, C eR.
a

228



4.5 Integrationsteknik: substitution

Om man anvander variabelbyte for att berdkna bestamda integraler kan
man gora pa tva olika satt: endera byter man tillbaka till den gamla vari-
abeln innan man satter in granserna, eller sa rdknar man ut nya granser i
den nya variabeln. Vi illustrerar detta i nasta exempel.

Exempel 4.5.8

3z

3+ 1

1
For att berakna /
0

dx gor vi ett variabelbyte med den nya

dv
variabeln v = 22 + 1. Derivatan == 322 finns som faktor i inte-
x
granden. Vi kan bora pa tva sétt:

Metod 1: byta tillbaka till den gamla variabeln. Vi har

1 g2 v=z3+1 lel
X dU =1
der =| == = 32 = — dv = (1 )
/0 3 +1 o dx S /v v (n|v|)‘x:0
dv = 322 dx =0

I notationen har vi fortydligat att granserna géller variabeln x, vilket
annars inte ar uppenbart eftersom vi bytt variabel till v. Innan vi
sdtter in grianserna maste vi alltsa byta tillbaka till variabeln x:

(In|v]) |zz(1] = (In|2® + 1|) }(1) =In2-Inl=1In2.

Metod 2: uttrycka granserna i den nya variabeln. Det ar
ofta smidigare att rdkna ut vad granserna maste bli i den nya vari-
abeln. Med v = 23 + 1 svarar den nedre grinsen z = 0 mot
v=0%+1=1 och den 6vre gransen z = 1 mot v = 13 +1 = 2. Vi
tar med detta och far

v=2x3+1
dv
1 2 — =322 2
3T dr 1 2
/0953_|_1dx: dv = 32? dx :/1 ;dUZ(ln!"UDh-
r=0=v=1
r=1=v=2

Nu kan vi direkt sétta in gréanserna och fa att detta ar lika med
In2—-Inl1=1In2.
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4 Integration

Lat oss titta geometriskt pa vad Metod 2 i exemplet ovan innebar.
Variabelbytet gav oss likheten

Den vanstra integralen ger oss arean under grafen i figuren till
2

45
vanster, dar vi ritat in y = P i xy-planet. Variabelbytet trans-
x

1
formerar den vanstra bilden till den hogra. Dar har vi ritat in y = —

v
i vy-planet. Likheten innebar att areorna ar lika stora. Vi bestamde
alltsa arean till vanster genom att rdkna ut arean till hoger, som
beskrivs av en enklare integral.

- l( 1-
_// T

4.6 Integrationsteknik: partiell integration

I det forra avsnittet gick vi igenom variabelsubstitution, som i princip gick
ut pa att vanda pa kedjeregeln for derivering. Nasta integrationsteknik
fas genom att istéllet vinda pa produktregeln for derivering. Den &r
framforallt anvandbar for att integrera produkter. Lat oss ndrma oss detta
med ett exempel.
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4.6 Integrationsteknik: partiell integration

Exempel 4.6.1

Lat oss derivera sin(x) - x med hjalp av produktregeln:

d, . :
%(sm(x) -x) = cos(x) - x +sin(x) - 1.

Att hogerledet ar derivatan av sin(x) - x kan vi uttrycka som att
sin(x) - x &r en primitiv funktion till hogerledet, dvs

sin(z) -z +C = /COS((L’) cx dr + /sin(x) -1 dz, C eR.
Vi flyttar om termerna och far

/cos(x) -z dr =sin(z) -z +C — /sin(x) -1 dz.

Detta r till stor hjalp om vi vill rékna ut / cos(x) - x dx: likheten
sager namligen att denna integral &r lika med sin(z) - x + C, minus
den (betydligt enklare) integralen / sin(z) - 1 dx = / sin(z) dx.

Fullféljer vi rakningen far vi

/Cos(:zz) cxdr = sin(z)-x+C— /sin(ac) -1 dx
= sin(z) -z + C — (—cos(z) + D)
= sin(z) - ¢ + cos(z) + (C — D),
dir C, D € R. Eftersom C och D ar allménna konstanter kan vi

dopa om C' — D till E enligt resonemanget i Anmarkning 4.4.12.
Sammantaget far vi

/COS(ZL‘) -x dxr = sin(z) - x + cos(x) + F, E eR.

Vi kan gora detta till ett allmant resonemang for att harleda en formel
for /f(:c)g(x) dzx: om F' &r en primitiv funktion till f, kan vi borja med

att derivera F(z) - g(z) enligt produktregeln:

d

(F(2) - g(2) = F'(2) - g(a) + F(z) - ' (2),
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forutsatt att g ar deriverbar. Detta betyder alltsa att F'(x) - g(z) &r en
primitiv funktion till hogerledet, dvs

F(z)-g(x)+C = /F’(x) - g(x) dx+/F(x) - ¢'(z) dx, C eR.

En omflyttning av termerna ger

/ F'(z) - g(z) dz = F(z) - g(x) — / F(2) - ¢(x) da.

Att vi inte skriver ut +C' i hogerledet beror pa att det redan finns en allman
konstant i hogerledet, namligen den som ingar i den obestdmda integralen
dér. (JAmfor med exemplet dar vi till slut slog samman alla konstanter till
en.) Eftersom F’ = f pga att F' &r en primitiv funktion till f, har vi alltsa
harlett att

/ f() - g(z) de = F(z) - g(z) — / F(2)-¢'(z) da

forutsatt att g ar deriverbar. Denna integrationsteknik kallas for partiell
integration.

Partiell integration dr alltsa en teknik for att integrera / f(z) -
g(x) dz. Namnet kommer av att man inte har integrerat fullstédndigt,
eftersom man har kvar integralen / F(x) - ¢'(z) dx att berdkna.

For att komma dit integrerar vi ena faktorn f(z) till F'(x) och de-
riverar den andra faktorn g(x) till ¢’(x). Metoden &r darfor framst
anvandbar om denna kvarvarande integral ar enklare att hantera an
integralen man startade med.

Exempel 4.6.3

Lat oss aterbesoka / cos(z) - x dr mer systematiskt. I produkten

cos(x) - x véljer vi att integrera cosz till sinz, vilket vi markerar
med en pil uppat, och derivera x till 1, vilket vi markerar med en pil
nedat. Vi har
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4.6 Integrationsteknik: partiell integration

sinx

/COJ@ ot = il ([ i

= sin(z) -z — (—cosx) +C
= xsinx + cosx + C| C eR.

Notera vad som hénder med g(z) = x i det forsta steget: i den
fardigintegrerade termen ingar g(x) = x sjélv, men i integralen &r
det derivatan ¢'(x) =1 som ingar. Notera ocksa att vi skrev kon-
stanten C' utanfor parentesen. Detta beror pa att det inte spelar
nagon roll om vi skriver —C' eller +C' nar C &r en allméan konstant
som kan anta vilket reellt varde som helst.

Vi fortsatter med ytterligare ett par exempel.

Exempel 4.6.4

Berikna /(23: + 1)e” dx.

Losning. I produkten (2z 4 1)e® véljer vi att derivera 2z + 1 och
integrera e® . Vi far

9]
8

8

/(%f 1)es dz = (2x+1)ez—/zeﬂf o

2
= (2z+1)e® — (2¢*)+C
= (2z-1)e"+C, C eR.

Exempel 4.6.5

Berakna /xlnx dz.

Losning. I produkten zInaz valjer vi att integrera x och derivera
Inxz . Vi far
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x2
2
2 2
/Ilnx de = m—lnx— :1:_1 dx
i 2 2 x
1
a5
2
= —lnav—/z dx
22 22
= %lnx—%—kc, C eR.

I den partiella integrationen har man alltsa ett val att gora: vilken
funktion ska integreras och vilken ska deriveras. En tumregel ar att
integrera sadant som &r enkelt att integrera (som t ex sinz, cosx
och e) och derivera sadant som &r svart att integrera (som t ex Inx
och arctan ). Polynom, som t ex x, intar en mellanstillning. De &r
lattare att integrera an t ex In z men har mer komplicerade primitiva
funktioner jamfort med t ex e® och cosx. Detta motiverar vara val
i exemplen ovan.

Partiell integration kan aven anvandas till integraler dar integranden
inte ar en produkt pa ett uppenbart sitt: man kan alltid skriva f(x) som
1- f(x), integrera 1 och derivera f(z). Vi anvénder detta for att integrera
Inzx.

Exempel 4.6.7

For att berakna Inz dx skriver vi detta som / 1-Inz dx och

anvander partiell integration:
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4.6 Integrationsteknik: partiell integration

/1~1nxdm = xlnx—/x~ldx
T

= xlnx—/ldx

K= <—

= zlhnx —ax+C, C eR.

Vi avslutar med exempel pa svarigheter som kan uppsta.

Exempel 4.6.8

Berakna / z%e® dz.
Losning. Vi deriverar 2? och integrerar e . Vi far

e’ e

0 T
/SL’ e dr = xz?%® — /2xe$ dx
{ NS
2z 2
(Den nya integranden &r en produkt — partiell integration igen!)

= x2e® — (2:56”” — /26"” dx)

= 226 — 2ze® + 2e”
= (22 -2z +2)e" +C, C eR.

I detta exempel upprepade vi alltsa den partiella integrationen tills vi
fick bort alla potenser av x. Nar man upprepar partiell integration ar det
viktigt att vara konsekvent med vad man deriverar och vad man integrerar:
om man byter riskerar man att gora det man raknat ogjort.

Exempel 4.6.9

Berakna /sinx e’ dx.
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Losning. Vi anvander partiell integration. Vi valjer att integrera
exponentialfunktionen och derivera den trigonometriska funktionen.

—%

()

GCE
‘ )
/sin ze® dr = sinaze® —/ coszx e’ dx
| i

cosST —sinx

(Den nya integranden &r en produkt — partiell integration igen!)
= sinze® — (cos xe® — / — sin xe” das)
= sinze® — cosze® — /Sin xe’ dx
Nu fick vi integralen vi borjade med i hogerledet. Vi har alltsa
= sinxe® — cos xe” — ,
och adderar vi integralen till bada led far vi
2 = sinxe” — cosxe” + C, C eR.

(Den allménna konstanten, som var inbakad i integralen i hogerledet,
maste nu skrivas ut nar det inte finns nagra obestdmda integraler
kvar i hogerledet.) Division med 2 ger slutligen

sin ze® — coszxe® + C

C eR.

Darmed har vi bestamt var integral. Vi kan gora en sista forenkling
genom att kalla % for D, sa

sinx e® — cos xe®
/sinxe‘”d:ﬂ: 5 + D, D e R.

Om man kontrollderiverar detta (gor giarna det!) far man mycket
riktigt sinz e”.
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4.7 Integrationsteknik: partialbraksuppdelning

4.7 Integrationsteknik:
partialbraksuppdelning

I detta avsnitt kommer vi att arbeta med integraler av rationella funk-
tioner, dvs kvoter av polynom. Malet ar att kunna berakna

[ o e

dér P(x) och Q(z) &r polynom. I detta ingar en anvindbar teknik: par-
tialbraksuppdelning, som vi strax kommer att ga igenom. Vi borjar med
nagra grundlaggande exempel som sedan kommer att vara byggstenarna i
denna teknik.

Exempel 4.7.1

Berakna

1 1
) [ g e ) [ e
T 1
S d d
) /x2+a2 - )/(:E+a)2 “

dar a ar en reell konstant.

Losning.

a) Pa samma sétt som i Exempel 4.4.10 far vi

1

/ dx =Inlz +a| + C, C eR.
T+ a

(Mer precist kan man anvénda substitutionen u = = + a, och

notera att du = dz eftersom den inre derivatan fl—: =1. Vi

lamnar detta som G6vning.)

b) Om a = 0 &r detta en standardintegral och lika med —1 + C
diar C' € R. Om a # 0 vet vi fran Exempel 4.5.7 att

1
/—dx:%arctani—”—i—(?, C eR.

z2 + a?

¢) Vi kan berdkna denna integral som i Exempel 4.5.5, men med
substitutionen u = z2 + a? istallet for u = x? + 1. Vi lamnar
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detaljerna som 6vning, och far

1
/%Wdﬂﬁzéln(xQ‘i‘Cﬁ)—i—C, C eR.

d) Vi anviinder substitutionen u = 2 + a. Eftersom % = 1 far vi

. dz
du = dzx, sa

1 1 u! 1
- d — R d — -2 d —_ — _
/(x+a)2 ! /u2 " /u Y -1 ¢ U ¢

+Cdar C e R

vilket ar lika med —

T+ a
(Vi ldmnar det som 6vning att pa liknande séitt berdkna

1
/ ——— dz, ddr nu r > 1 &r en reell konstant.)
(z+a)r

Darmed kan vi t ex berakna

7 3 7
/ v dr = ~In(2* + 1) + 3arctanx + C, C eR,
2+ 1 2

genom att dela upp

Tx+3 T 1
- +3
2+ 1 2+ 1 2 +1

och anvanda exemplet ovan.
Om vi istallet vill berakna

7 3
/ f+ dx
¢ —1
behover vi en ny metod: partialbraksuppdelning, som vi kommer att ga

igenom nu. Vi observerar forst att vi kan faktorisera nimnaren z2 — 1 =
(x +1)(z —1). Vi gor ansatsen

Tr+3 A B

(x+1)(x—1) :E+1+x—1'

Att det &r en ansats innebér att det dr en (forhoppningsfull) gissning. Om
ansatsen stdmmer, och om vi lyckas bestaimma A och B, &ar var integral
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4.7 Integrationsteknik: partialbraksuppdelning

lika med

Tr+3 A B
/kx+D@—J)M:_ /x+1d”+/m_1dx

1 1
= A B d
/x+1+ /m—l o

= Al|z+1|+Blnjz - 1|+ C, C eR.

For att verifiera ansatsen och bestamma A och B, skriver vi hogerledet pa
gemensamt brakstreck.

Tx + 3 A B
Gt —1 o411 z-1
Al -1)+B(z—-1)
B (x+1)(x—1)
A+ B+ A-B
B (x+1)(x—1)

I det sista steget har vi grupperat koefficienterna framfor x for sig, och de
konstanta termerna for sig. Ansatsen sdger alltsa att denna likhet galler
for alla véirden pa = (utom x = £1 da ndmnaren ar 0). Detta géller om
och endast om motsvarande koefficienter ar lika, dvs

A4+B=7 och A—B=23.

Detta ekvationssystem har losningen A = 5 och B = 2. Ansatsen géller
alltsa med dessa varden pa A och B, och berdkningen ovan ger

Tr+3 5 2
dr = d d
/kx+D@—1)x /x+1 x+/x—1 !
= Sln|z+1|+2ln|z— 1]+ C, C eR.

Denna metod kallas for partialbraksuppdelning (PBU). Var PBU-
ansats ovan gar alltsa ut pa att skriva om braket som en summa av enklare
brak, som vi sedan kan integrera.

Exempel 4.7.2

Berakna / x—H dz.
2 -5z +6

Losning. Vi faktoriserar nidmnaren (exempelvis genom att
bestamma dess nollstiallen med lamplig metod for losning av an-
dragradsekvationer, och anviinda faktorsatsen) och far z? — 5z +6 =
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4 Integration

(x — 2)(z — 3). Vi soker alltsa
x+4
d
[e5e"

r+4 A n B
(z—-2)(z—-3) z-2 -3

och gor PBU-ansatsen

Skriver vi hogerledet pa gemensamt brakstreck far vi

A N B  Alz—-3)+B(x—2) (A+B)z

r—2 z-3  (x—2)(z-3) = (z—2)(z—3)

Taljaren ar lika med z 4+ 4 om och endast om

{ A+B=1

Sammantaget ar

/ chine dr = / 0 d:v+/ ! dx
(x —2)(x —3) x—2 x—3
= —6lnjr—2|+7ln|z—-3|+C, C eR.

Har vi fler faktorer i namnaren gor vi pa liknande sétt.

Exempel 4.7.3

222 + 3z — 8

dx, noterar vi att namnaren fak-
x(z? —4)

For att berakna /

toriseras som
z(z? — 4) = 2(z + 2)(z — 2)

och vi gor darfor partialbraksuppdelningen

202 +3x—8 A B C

rv(z2 —4) x+x+2+$—2'

For att verifiera ansatsen och bestdmma konstanterna A, B och C'
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4.7 Integrationsteknik: partialbraksuppdelning

skriver vi hogerledet pa gemensamt brakstreck:

A B C A(x +2)(z — 2) + Bz(zx — 2) + Cx(z + 2)

x x+2+x—2 B z(r + 2)(z — 2)
Ax? — 4A + Bx? — 2Bx + Cz? + 2Cx

z(r +2)(z — 2)
(A+ B+ C)x*+(2C — 2B)x

z(x + 2)(z — 2)

2 2
Detta ar lika med i om och endast om
z(x +2)(z — 2)

A+B+C =2 A=2
20-2B=3 <+ .. . .<— =-3

Darmed ar

27 — 2 4 4
/Mda@:/—dw—/ 3/ dx+/ 3/ dz
z(x? —4) T x+ 2 T —2
vilket &r lika med 2In|z| —2In|z+2|+ 3In|z — 2|+ D, dir D € R.

\ 7

Nu nar vi har grunden i PBU kan vi utvidga den till mer komplicerade
situationer.

Irreducibla andragradsfaktorer i namnaren

Det ar inte alltid man kan faktorisera ndmnaren i reella forstagradsfaktorer.

Exempel 4.7.4

Polynomen 2 4+ 4 och 2? + 2z + 10 saknar reella rotter. Enligt
faktorsatsen kan de inte faktoriseras i forstagradsfaktorer. Man sager
att de ar irreducibla reella polynom. Man kan forvisso faktorisera
dem i komplexa faktorer, t ex

2 +4 = (x + 20)(z — 2i0)
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4 Integration

dar ¢ ar den imaginara enheten, men vi undviker detta eftersom vi
enbart definierat derivator och integraler av reellvarda funktioner.

Déremot vet vi fran algebran att varje reellt polynom kan skrivas som en
produkt av faktorer av grad 1 eller 2. I exemplen ovan larde vi oss hantera
faktorer av grad 1, och nu utvidgar vi detta till faktorer av grad 2. Vi
illustrerar med ett exempel.

Exempel 4.7.5

5x% + 3 12
Berakna / v or 12 dx.
z(x? +4)
Losning. Némnaren kan inte faktoriseras mer. Om vi gor ansatsen

5$2+3$+12*A+ B
r(z2+4) o 2244
och sétter hogerledet pa gemensamt brakstreck, far vi

50>+ 3rx+12 Az?+ Bx +4A
r(z24+4) (2?4 4)

For att detta ska gélla for alla  maste a ena sidan koefficienterna
framfor z? vara lika, dvs A = 5, och & andra sidan de konstanta ter-
merna vara lika, dvs . Dessa tva likheter motsager varandra,
och ansatsen ar darfor ogiltig. Vi gor istallet ansatsen

50°4+3r+12 A  Bz+C
r(z24+4) o x2+4°
Om vi nu skriver hogerledet pa gemensamt brakstreck far vi efter
forenkling

5z +3x+12 (A+B)r*+Cr+4A
z(z2 +4) z(x? +4) ’

dar motsvarande koefficienter ar lika om och endast om A = 3, B = 2

och C' = 3. Alltsa ar

/2x2+3x+12 P /§da;+/2x+3da:
z(x? +4) B x 2 +4
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4.7 Integrationsteknik: partialbraksuppdelning

Dessa integraler &ar precis av den typ vi sag i Exempel 4.7.1 (med
a = 2). Anvénder vi detta far vi att ovanstaende ar lika med

3In|z| + In(z® + 4) + 2 arctan £ + C, C eR.

Vartor behovde vi andra var ansats? Med bara m}i ;7 hade vi for

fa fria parametrar att anpassa. I slutet av avsnittet kommer vi att
aterkomma till fragan och relatera det till graden hos téljare och
namnare i den ursprungliga integranden.

Exempel 4.7.7

1
For att berdkna / ———— dz noterar vi forst att ndmnaren
2 4+ 22+ 10

saknar reella rotter och darfor inte kan faktoriseras. Vi kvadratkom-
pletterar darfor

2\* 2\’
x2+2x+10=x2+2x+<§> —(5) +10 = (z +1)*+09.

(& J/

(+1)?

Vi kan nu berakna integralen med hjalp av substitutionen u = x4+ 1:

u=x+1
1 du 1
/(x+1)2+9 T @ /u2+9 T pardang £,
du = dx

dar vi beraknat integralen enligt Exempel 4.7.1 med a = 3. Uttryckt
i den gamla variabeln har vi alltsa sammantaget

1
/mdzzéarctan%l-l—& C eR.
X x

Dubbelrotter

Om nédmnaren har en dubbelrot, sa att faktoriseringen innehaller nagon
faktor upprepade ganger, maste man gora en sarskild ansats.
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Exempel 4.7.8

Antag att vi vill integrera

2¢ + 1 20 + 1

(z+1)2 (z+D(z+1)

Ansatsen
2z +1 A B

(x+1)2_x+1+m+1

B
fungerar inte, eftersom hogerledet ju ar lika med T vilket inte

x4+
ar lika med vénsterledet oavsett vad A och B ér. (Vi kan se detta

tydligare genom att forlanga med = + 1. Hogerledet ar da lika med

(A+B)z+ A+ B
(x +1)2 ’

dvs koefficienten framfor z ar lika med den konstanta termen i
taljaren, vilket inte ar fallet i védnsterledet.) Istéllet gor vi ansat-

sen
20 +1 B A B

(x +1)2 _x—|—1+(:p+1)2'

Satter vi hogerledet pa gemensamt brakstreck far vi

25 I8 A =SS B AT A B

(x+1)2 (z+1)2 = (z+1)2

Jamforelse av koefficienter ger nu att detta galler om och endast om
A =2och B=—1. Vi har alltsa

2z + 1 2 1
ST g = de— [ ———d
/(:L‘+1)2 v /x+1 v /(:c+1)2 .

_ 21n|x—|—1|—/($—|—1)_2 da

1
= 2Injz+ 1|+ —+C, CeR.
35 = 1l

(Den sista integralen sag vi i Exempel 4.4.10.)
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4.7 Integrationsteknik: partialbraksuppdelning

Exempel 4.7.9

22 +2x+5

@+ 2) dx med hjalp av
a5

Pa liknande satt kan man berakna /

ansatsen

?+2x+5 A n B n C
(x+2)3 z4+2 (z+2)2 (z+2)%

Vi lamnar detaljerna som 6vning.

Sammanfattning av partialbraksuppdelning

Vi kan nu sammanfatta det som vi kommit fram till sa langt.

P
For att integrera %, dér P(x) och Q(x) ar polynom och P(x) har
T
lagre grad dn Q(x), faktoriserar vi Q(x) i faktorer av grad 1 och 2.

Vi gor sedan ansatsen att ar en summa av foljande termer:

Q(x)

e for varje faktor x + a tar vi med en term pa formen
it

, och
a

e for varje irreducibel faktor 2% + bx + ¢ av grad 2 tar vi med en
Bx+C

2 +br+c
Om nagon faktor upprepas n ganger, tar vi med n termer av
vixande exponent i ndmnaren. Sammanfattningsvis har vi alltsa

term pa formen

e for varje upprepad faktor (z + a)”, termer pa formen

Ay n As Hope A,
r+a (x+a)? (z +a)™’

e for varje upprepad faktor (x® + bec + x)", termer pa formen
Bll' + 01 BQ[E + 02 i BnIL' ar On
22+bc+x (224 bc+ )2 (22 + bc + z)"

Konstanterna kan bestammas genom att skriva summan i ansat-
sen pa gemensamt brakstreck och jamfora koefficienter framfor varje
potens av x i taljaren.
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4 Integration

Observera att termer med ndmnare pa formen (22 + bx +¢)", dir n > 1,
ar nagot svara att integrera och kommer inte att inga i denna kurs.

Exempel 4.7.10

For att integrera

x*4+3x3—22+1
z(z+ 1)(z — 2)3

gor vi ansatsen

A B C D E

E+x+1+x—2+(1’—2)2+(w—2)3+

dar A, B,C, D, E, F, G ar konstanter som kan bestammas genom att
satta hogerledet pa gemensamt brakstreck och jamfora koefficienter.

For att detta ska fungera kravde vi alltsa att téljaren P(x) har lagre
grad &n ndmnaren Q(x). Detta beror pa att alla termer i ansatsen har
den egenskapen, och nar vi skriver hogerledet pa gemensamt brakstreck
kommer vi darfor inte kunna ha en taljare med samma grad som namnaren,
eller hogre. For att hantera detta anvander vi polynomdivision, som vi
visar i nasta exempel.

Exempel 4.7.11

3+ 222 + 1
x?+1
T+ 2
x3+2x2+1‘x2+1
—(2® + )
222 —z +1
—(22* + 2)
—x—1

For att integrera , dividerar vi taljare med namnare:

vilket alltsa ger kvoten x + 2 och resten —z — 1. Vi har alltsa
2?4222 +1=(z+2)(2?+1)+(—z-1)

och darmed

3+ 222 +1 (x+2)M+(—x—1) 'y (z+1)
g =) —_— o
241 2T 241 2+ 1
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4.8 Invers substitution

Hogerledet bestar nu av polynomet x + 2 och den rationella funk-

(x+1)
22+ 1 )
anvanda partialbraksuppdelning for att integrera den.

tionen , dar taljaren har lagre grad &n namnaren och vi kan

I det allménna fallet leder en polynomdivision dér P(x) divideras
med Q(x) alltid till att

P(z) = K(2)Q(x) + R(x)

dér resten R(x) &r noll eller har lagre grad &n Q(z), sa vi far

P(z) R(z)
= K(z) + ——
0w "o
dér kvoten K (z) ar nagot polynom, och partialbraksuppdelning kan

R(z)
Q(z)

tillampas pa

4.8 Invers substitution

I detta avsnitt kommer vi att se exempel pa en variant av substitution,
som underlattar vissa typer av integraler. Det handlar om invers sub-
stitution. For att berdkna [ f(z) da infor vi en ny variabel v genom det
implicita sambandet © = ¢(v), dér alltsa g ar en funktion av v och inte
tvartom som vi tidigare gjort.

Exempel 4.8.1

For att berakna / V9 — 22 dx, kan vi forst tdnka geometriskt for

att fa en idé till en lamphg substitution.
Integralen ar alltsa lika med den

skuggade arean innanfor cirkeln. Vi / D
kommer att se att integralen blir / 2 N
enklare om vi byter variabel till

vinkeln v. Eftersom cirkelns radie 5 /
ar 3, och vinkeln mats mot y-axen,
galler sambandet x = 3sinv. Vi gor - 0
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4 Integration

darfor detta variabelbyte. (Detta dr ekvivalent med v = arcsin g,
eftersom —3 < v <
x = 3sinwv.) Vi far

=2
2
/\/9_3520135: d$:30051) :/ 9 — (3sinw)2 3cosv dv.
i

Enligt den trigonometriska ettan ar

V9 — (3sinv)2 = 1/9(1 — sin?v) = V9 cos2v = 3| cosv| = 3cos,

dar den sista likheten géller eftersom cosv > 0 pa det aktuella inter-
vallet, dir —§ < v < 7. Integranden &r alltsa lika med

dar den sista likheten foljer fran formeln for dubbla vinkeln. Inte-
gralen ar darmed lika med

For att slutligen fa ut vardet pa integralen maste vi anvianda v =
arcsin nar vi satter in x = —1 och z = 2. Vi lamnar detta at
lasaren.

5, men vi fortsdtter att skriva det som

Tz = 3sinv

dv
dr = 3cosv dv z=-1

3cosv - 3cosv = 9cos’ v = (1 + cos 2v),

T=12

9 9 1
3 / 1+ cos2v dv:§<v+§Sin20)|

r=—1

z=—1

3

J

Aven om beréikningen blev lang i exemplet ovan, blev sjilva integrationen
enkel. Vi noterar nagra viktiga poanger.
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e En fordel med den inversa substitutionen, dvs det omvanda variabel-

bytet, dar ursprungsvariabeln x &r en funktion g(v) av en ny variabel
v, ér att de = ¢'(v) dv. Vi behover ddrmed inte nagon inre derivata
framfor dx, som var fallet i tidigare substitution. Nackdelen &ar att
det nya uttrycket blir mer invecklat, men i nagra situationer blir det
enklare till slut genom olika forenklingar. I exemplet ovan skedde det
tack vare diverse trigonometriska samband.

e [or att kunna genomfora en invers substitution z = g(v) maste funk-



4.9 Generaliserade integraler

tionen ¢ vara injektiv, sa att v i princip gar att losa ut fran z. I
exemplet ovan noterade vi man kan losa ut v = arcsin g, sa lange
—45 <wv < 5. Om funktionen inte ar injektiv forloras en del av inte-
gralen. Det mest extrema fallet vore att gora substitutionen z = 0-v,
som gor att allt blir 0. Detta innebar att man ibland maste begrénsa

definitionsmangden, som t ex —F < v < § ovan.

Den andra poiangen kan tolkas som att invers substitution inte innebar
nagon ny matematik jamfort med vanlig substitution: istéllet for x = g(v)
hade vi kunnat sitta v = g7(z), eftersom ¢ &r injektiv. Detta hade kravt
vissa manipulationer for att hitta den inre derivatan till g~!(x) framfor
dr. Anledningen till att invers substitution ar anvindbar ar alltsa att
berakningarna blir enklare. Detta géller sarskilt for tre typer av integraler:

e Om integranden innehaller v/a? — 22, kan bytet x = a sin v anvindas.
e Om integranden innehaller v/ a? + 22, kan bytet = a tan v anvindas.
e Om integranden innehaller v/= + a, kan bytet z = v? — a anvéndas.

Vingjer oss sa langt med att ha gatt igenom idén med invers substitution
och nagra av dess anviandningar.

4.9 Generaliserade integraler

Hittills har vi integrerat kontinuerliga funktioner pa slutna, begransade
intervall. I detta avsnitt ska vi utvidga detta till att hantera situationer
dar oéandligheten ar inblandad. Vi motiverar med ett exempel fran elek-
tricitetslara.

Exempel 4.9.1

Nar strom gar genom en elektrisk ledare alstras ett magnetiskt falt
runt ledaren. Fran elektromagnetismens lagar kan man hérleda att
det magnetiska faltet i en punkt pa avstand r fran ledaren ar lika

med
b r
B_K/ S —
a (2 +412)2

dar K ar en fysikalisk konstant. Har tanker vi alltsa oss ledaren som
en kabel utstriackt langs z-axeln mellan £ = a och = b, medan

249
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punkten befinner sig pa avstand r rakt ut fran ledaren i niva med
origo. I typiska tillampningar &r r mycket litet i forhallande till
langden av intervallet [a,b] (T ex kan r vara nagra centimeter och
b — a flera kilometer.) Da kan man approximera ledaren med en
oandligt lang kabel, vilket faktiskt forenklar berdkningarna. Man
anvander alltsa approximationen

B~ K 3dx.

o (22 4 12)2

Dérfor behover vi definiera vad en sadan integral betyder och lara
oss berakna den.

En “integral” dar oandligheten ar inblandad kallas for en generaliserad
integral. Att vi satter citationstecken beror pa att vi bara definierat
integraler i fall dar en kontinuerlig funktion f integreras Over ett slutet,
begransat intervall. Generaliserade integraler kan bryta mot detta pa tva
satt, vilket ger tva typer av generaliserade integraler.

e Typ L. Intervallet ar obegransat (dvs oédndligt langt).
e Typ II. Funktionen ar obegrinsad (dvs gar mot oo eller —o0).

Vissa generaliserade integraler &dr en kombination av dessa tva typer, men
genom att forsta dem kan vi hantera alla generaliserade integraler.

Exempel 4.9.2

Den generaliserade inte- Den generaliserade inte-

> 1 "1
gralen / — dx av typ L. gralen / — dx av typ I
1 T o %

15 40

20

10 20 30 40 L
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4.9 Generaliserade integraler

Vi ska nu ga igenom hur generaliserade integraler av dessa tva typer
definieras och berédknas.

Typ I: obegransade intervall.

R
1
Antag forst att du vill berdkna / — dz, dir R > 1 &r stort positivt
LT

(dndligt) tal. Med analysens fundamentalsats kan vi berdkna

[[Ee (D] -8 %

1

e 5 R10 15 20

Ju storre R ar, desto lingre hogerut stracker sig omradet un}c)}er grafen.
Det ar rimligt att definiera 100 = dx som griansvardet av /1 = dx da
R — oco. Detta motiverar foljande definition.

Definition 4.12

e Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a,o0)

definieras den generaliserade integralen f(z) dzr som
R a

lim f(z) dx

R—o0

e Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet (—oo,?]

b
definieras den generaliserade integralen / f(z) dz som
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4 Integration

b
lim / f(z) dx.
R——o0 Jp

I bada fallen séger vi att den generaliserade integralen ér konver-
gent om gransvardet existerar, och divergent annars.

R

1 1

Om vi gar tillbaka till exemplet ovan fick vi att / — dr=1- T
LT

Déarmed ar
> 1 R 1
/ —dezlim —dezliml——zl.
1 x R—o0 1 x R—o0 R

Den generaliserade integralen ar alltsa konvergent och konvergerar mot
vardet 1.

Exempel 4.9.3

Avgor om de generaliserade integralerna

o q 0
a) / — dx, och b) / cosx dx
5 T

—0o0

ar konvergenta, och berékna dem i sa fall (dvs avgor vad de konverg-
erar mot).

Losning. a) Vi har

o0

R
1 1
/— dr = lim [ — dz = lim <1nx|§> = lim (InR —1In2) = oo,

xT R—o00 x R—o0 R—o0
2

eftersom In R — oo da R — co. Den generaliserade integralen ar
dérfor divergent (den divergerar mot oo).

b) Hér har vi

0
/cosx dr = lim [ cosxdr = lim (sinx&) = lim (0—sinR).

R——o0c0 R—o0 R——o00
—0o0

Detta gransvérde existerar inte, da sin R oscillerar mellan —1 och 1
da R — oo. Den generaliserade integralen ar darmed divergent.
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4.9 Generaliserade integraler

Som vi sett i vara exempel kan alltsa en generaliserad integral
e konvergera (mot ett reellt tal),

e divergera mot oo eller —oo, eller

e divergera pa nagot annat sitt (som i cosz-exemplet ovan).

Om intervallet ar obegransat bade at hoger och at véanster, delar vi upp
intervallet enligt foljande definition.

Definition 4.13

Om funktionen f ar kontinuerlig pa R, definieras den generaliserade

integralen / f(z) dx enligt

| t@a= [ @t [ dn

dér a ar nagot reellt tal.

Detta reducerar alltsa problemet till tva generaliserade integraler dar
intervallet bara ar obegransat at ena hallet. Varje sadan integral kan vi
sedan berdkna separat med ett gransviarde. Man kan visa (fundera géarna
pa hur) att valet av a inte spelar nagon roll. Oftast véljer man déarfér nagot
a som underlattar berdkningarna.

Exempel 4.9.5

Berakna / ! dx.

|
Losning. Vi delar upp integralen vid x = 0:

0o 0 00
1 1 1
dr = d ——d
/m2+1 . /x2+1 x+/x2—|—1 =
—o0 —00 0
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och borjar med den hogra integralen. Vi har

00 R
1 1
/x2+1 dx:}%iféo/x?-kl dx = I%iir;o(arctanR—arctanO) = g,
0 0

dir vi anvént att arctan0 = 0 och arctan R — 5 da R — oo (se
anmérkning 2.8.6).
Genom en liknande berakning — eller ett symmetriargument —

far vi
1
dz = E,
241 2

sa sammanlagt ar

Att den generaliserade integralen ovan konvergerar innebér att
omradet under grafen har en dndlig area, trots att det ar odndligt
langt. Detta beror grovt sagt pa att omradet blir tillrackligt tunt

1
tillrackligt snabbt. 1 tidigare exempel sag vi att / — dx ar kon-
;]

<1 . .
vergent, medan / — dx ar divergent. Detta beror pa att ?12 gar
x

mot noll “tillrackligt snabbt”, medan 9—16 inte gor det, vilket man kan
ana i figuren nedan. Darfor blir arean andlig i det forsta fallet, men
inte i det andra.
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N

N

N\~ | |

\‘ I ———
e O v B o B

i
o
[
)
=
sy

Om detta paminner dig om beteendet hos serier och sarskilt skill-
o0

naden mellan )~ * och ) -5, sa &r det ingen slump. Vi aterkommer
n=1 n=1
strax till kopplingen mellan generaliserade integraler och serier.

Typ 1I: obegransade funktioner.

1
For att berdkna arean under y = — mellan

x =0 och z =1, behover vi definiera

14 )
— dx. 1 B
[1o A

L

| \
Denna gang é&r intervallet [0,1], som &r )
slutet och begransat, men integranden ar TN~
obegriansad da x gar mot intervallets ena
1 ).
andpunkt: lim — = oco. Darfor kan vi of ¢ o5 1
z—=0t T

inte anvinda den vanliga integraldefinitio-

nen, utan detta &r ocksa en generaliserad integral. Aven hér anvénder vi
gransvarden: vi integrerar pa intervallet [c, 1], dar ¢ > 0, sa att funktio-
nen ar begransad dar. Sedan later vi ¢ — 0. Detta motiverar foljande
definition.

Definition 4.14

e Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet (a,b] och
mojligen obegransad vid a, definieras den generaliserade in-
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4 Integration

b
tegralen/ f(z) dx som

lim /bf(x) dx.

c—at

e Om funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b) och
mojligen obegransad vid b, definieras den generaliserade in-

b
tegralen/ f(z) dx som

lim cf(yc) dx.

c—=b~ J,

I bada fallen séger vi att den generaliserade integralen ér konver-
gent om gransvardet existerar, och divergent annars.

Enligt definitionen far vi alltsa

1 1

1 1

/—da:: lim [ — dr= lim (lnx’l): lim (0 —Inc¢) = oo,
x =0t ) X =0t € c—0F

0 c

eftersom Inc — —oo da ¢ — 07. Integralen ar alltsa divergent; den diverg-
erar mot oo.

Exempel 4.9.7

Berakna
/2 1 21
a — dz, b / S
) )y V& ) |, o

Losning. a) Integranden dr obegrénsad vid 0, sa vi har

c—0t c—0+

2 2

1 ) 1 . 2 . 0
/ﬁ dr = lim /% dr = lim (2\/5‘6) = CEI&(Q\/E_M = 2V2.
0 @

Integralen konvergerar alltsa mot 2v/2.
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4.9 Generaliserade integraler

b) Hér ar integranden obegriansad vid 2, och vi har

29 L
- _ -
/1 poe = ) o

) 1 °

= lim [ — ——
c—>0+( t—21)

~— lm [——— 1) = —c0.
c—lgl?L 0—2 ) >0

Integralen &r alltsa divergent.

Om integranden ar obegransad vid nagon punkt i intervallets inre,
dvs inte en andpunkt, definierar man den generaliserade integralen
genom att dela upp intervallet i denna punkt.

Vi lamnar det som Ovning att formulera anmérkningen ovan som en
regelratt definition, och illustrerar den med ett exempel.

Exempel 4.9.9

8

1

Integralen / 7 dx ar generaliserad da integranden ar obegransad
1L

vid 0. Enlig’; anmarkningen ovan har vi

81 01 81

Nu har vi tva integraler dér integranden ar obegransad vid ena
andpunkten, och dessa kan vi hantera som forut. En primitiv funk-
tion ar 3z'/3, sa vi har

0 1 c 1
/ dr = lim ——= dr = lim (301/3 — 3(—1)1/3) =3,

) a2 c—0- J_; x?/3 c—0~

och

8 1 8 1
/ dr = lim dr = lim (3-8"%—3c'/%) =6,
0

a2 =0~ J, x2/3 c—0~
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4 Integration

och sammantaget ar

S|
/1902/3 dr =3+6=09.

Pa liknande sétt definieras generaliserade integraler som har flera obe-
gransningar: intervallet delas upp sa att man far integraler som innehaller
en obegransning var. Man kan visa att det inte spelar nagon roll var man
delar upp integralerna. Vi later foljande exempel illustrera principen.

Exempel 4.9.10

o 2
a) / % dx. b) / 21 dx,
0 T 0o ¥X—zx

Losning. a) Den hér integralen &r generaliserad pa tva sitt: dels
ar intervallet obegransat, och dels ar integranden obegransad vid 0.
Vi delar upp integralen enligt

1
/—dx—/—dx+/ —de.

Enligt satsen nedan ar den forsta integralen i summan divergent, och
den andra konvergent. Darmed existerar inte gransvardet och hela
hela integralen ar divergent.

b) Hér ér integranden obegransad vid 0 och 1. Vi delar darfér upp
integralen dels i 1, sa att den punkten blir en d&ndpunkt, och dels i
(sidg) 3, sé att inte fler obegransningar forekommer i samma integral.
Vi far alltsa

2 CE | 1 2
/ 5 dm:/ 5 dx—l—/ 5 da:—l—/ 5 dx.
0 T —=x 0o T:P—x Lat = 1 T2 —=x

Vi lamnar berdkningen som 6vning; kom ihag att hela integralen ar
divergent om inte varje integral i summan konvergerar.
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4.9 Generaliserade integraler

Vi kan nu ga tillbaka till Exempel 4.4.14 och konstatera att den
integralen divergerar mot oo.

1
Vi har sett att integraler av —, dar p ar en konstant, beter sig pa olika
TP

sitt beroende pa vad p dr och ifall man integrerar pa intervallet [0, a] eller
[a,00), dir a ar ett reellt tal. Foljande sats sammanfattar detta.

Lat a vara ett positivt reellt tal och p en reell konstant.

[e.9]

1
a) Integralen / — dx
xP

a

konvergerar omp>1

divergerar mot co om p <1

y 1 konvergerar omp <1
b) Integralen / g dx
x

3 divergerar mot oo om p > 1

Vi illustrerar satsen med foljande figurer. I den vanstra figuren ar p = 2,
vilket leder till att omradet smalnar av snabbt da x — oo, men langsamt
da x — 0, vilket leder till konvergens i det forsta fallet och divergens i det
andra. I den hogra figuren ar p = %, och beteendet dr omvént, eftersom
funktionen ar invers till funktionen i den vénstra figuren. Den mellersta

figuren illustrerar gransfallet p = 1, dar vi har divergens i bada fallen.

10 10 10

=

|
4 EEEEEE | | T
A S umEmEREs
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4 Integration

1-p

o . L c e .
Bevis: Vi antar forst att p # 1. Da ar 7 en primitiv funktion

1
till — =a7P.
P
Integralen i a) ar da

R 1-p 1-p
lim idx:lim (R _ 4 )

R—oco J, aP Rooo\1—p 1-—p

Omp>1éarl—p<0,sa R — 0da R — oo, och integralen
al=P
konvergerar mot — 1

(som ar positivt eftersom ndmnaren ar neg-
-Pp
ativ) Omp < 1ar1l—p > 0,84 R — oo dia R — oo, och
integralen divergerar mot oo.

Integralen i b) ar istéllet

a 1-p 1—p
lim idleim(a ¢ )

=0+ . aP =07t 1—p_1—p

Omp<larl—p>0 sac™® = 0dac— 0, och integralen
1-p
a

konvergerar mot 1

. Omp>1larl—p<0,s4c™ — oodi

¢ — 0%, och integralen divergerar mot co.
Fallet p = 1 har vi delvis mott tidigare; har ar Inz en primitiv
funktion. Integralen i a) &r

R

lim —dr= lim (InR —Ina) = o0,
R—oo [, T R—o0

eftersom In R — oo, och integralen i b) &r
a

lim — dr = lim (Ina —Inc) = o,
c—0t J. X c—0F

eftersom In ¢ — —o0, sa bada divergerar mot co.

Satsen kan anvandas i jamforelsetest, for att avgora om mer komplicer-
ade generaliserade integraler divergerar eller konvergerar. Detta bygger pa
foljande jamforelsekriterium.
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4.9 Generaliserade integraler

Antag att funktionerna f och ¢ ar kontinuerliga och uppfyller 0 <
f(z) < g(z) pa intervallet (a,b), dir a € R eller a = —o0, och b € R
eller b = oo.

b b
Om / g(x) dx ar konvergent, sa ar dven / f(z) dx konvergent,
och ‘ ‘

OS/abf(:c) da:ﬁ/abg(:r;) dx.

Jamfor denna sats med Jamforelsetest I for serier (Sats 3.14); bada byg-
ger pa samma idé. Vi illustrerar satsen med ett exempel.

Exempel 4.9.12

o 1
Avgor om / ——~— dx ar konvergent eller divergent. Om den &r
0o T2+ x

konvergent, ange en nedre och en 6vre uppskattning for dess varde.
Losning. Integralen ar generaliserad pa tva sitt, da intervallet ar
obegréansat och funktionen &ar obegransad vid 0. Vi delar upp i 1:

| L |
——— dr = —— dr + ——— dx.
/0 2+ /0x2+ﬁ L P+ z
Det ar inte enkelt att bestamma primitiv funktion till integranden.

Eftersom vi inte soker nagot exakt resultat, anvander vi satsen ovan.
Vi noterar att bade

L ! h 0< L < !
ocC —= —
T2+ T o

galler pa (0,00). Den forsta jamforelsen a4r mer anvandbar pa inter-

< ———< —
T 224+ \r T 2?

vallet [1,00), dir integralen av — dr konvergent, och den andra &r
x

1

mer pa intervallet [0, 1], dar istéllet integralen av 7 ar konvergent.
7

Vi har

! 1 L |
— _dz < —dr=---=2dx
/ox2+\/5 —/0\/5
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4 Integration

dar den sista likheten bygger pa berdkningen i beviset till Sats 4.15,
och pa samma satt

de < —drx=---=1dx.
/a 2+ \z x?

Dérmed é&r integralen i fraga konvergent, och

o0 1
0< — drx<24+1=3.
—/0 22+ /T Tt

Kopplingen till serier

Jamfor integralen / — dx med serien Z —. Bada konvergerar dap > 1
1

och divergerar da p < 1. Faktum é&r att detta samband galler mer allmant
mellan integralen av f(z) och summan av f(n), enligt f6ljande sats.

Antag att funktionen f &r positiv, kontinuerlig och avtagande pa
o0

intervallet [N, co0) for nagot N > 0. Da &r integralen / f(z) dx
N

(o)
och serien Y f(n) antingen bada konvergenta, eller bada divergenta
n=N
mot oo.

Eftersom vi har battre metoder for att berakna integraler &n vad vi
har for serier, kan man betrakta satsen som ett konvergenstest for serier,
namligen som foljer.

o0
For att avgora om serien » f(n) dr konvergent, undersoker vi
n=N

konvergensen hos den generaliserade integralen / f(z) dx.

Bevisidé: Vi ger en geometrisk idé till beviset i grova drag (se

figuren nedan). Integralen / f(x) dx ger arean under grafen y =
N
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4.9 Generaliserade integraler

f(z). Arean under den bla “trappstegsfunktionen” &r

FIN)+ fF(N+1)+ f(N+2)+ Zf

eftersom varje trappsteg har bredd 1 och hojd lika med funk-
tionsvardet i trappstegets vanstra andpunkt. Eftersom f ar positiv
och avtagande galler

0< /:f(g;) dr <) f(n)

Om serien ar konvergent, sa ar darfor integralen konvergent: detta

kan man visa med hjalp en forfinad variant av Sats 4.16; intuitionen

ar att om den storre arean ar dndlig, sa dr den mindre arean det.
Arean under den lila “trappstegsfunktionen” ar

FIN+1) + f(N+2)+ f(N+3)+ Z fln

n=N+1

eftersom varje trappsteg har bredd 1 och hojd lika med funk-
tionsvardet i trappstegets hogra andpunkt. Eftersom f &ar positiv
och avtagande galler

0< Yy f(n)S/NOOf(I) da

n=N-+1

Med ett liknande resonemang foljer det att om integralen konverg-
erar, sa maste serien konvergera. (Att serien borjar i n = N + 1
istéllet for n = N paverkar inte konvergensen, eftersom skillnaden
ar det dndliga talet f(IV).)

Darmed ar integralen konvergent om och endast om serien ar kon-
vergent, vilket skulle visas.
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N \N+\1 N+2

Vi kan nu dntligen visa Sats 3.9: den sa kallade p-serien # konverg-
n=1
erar om och endast om p > 1. Detta foljer fran Sats 4.15 genom Sats

4.17.

Exempel 4.9.13

Avgor om serien

i 1

! nlnn
ar konvergent eller divergent.
Losning. Vi har tidigare sett att denna serie &r svar att hantera
med vara tidigare konvergenstester. Vi provar darfor integraltestet
fran Sats 4.17, vilket innebar att vi undersoker konvergensen hos den

generaliserade integralen
[e.e]
1
/ dx.
3 xlnz

Vi tar fram en primitiv funktion genom substitution

t=Inx
1 dt 1 1
de =| 5= = = = [ —dt
/xlnm * dx T /t ’
dt = — dx
z
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4.10 Tillampning: areor, volymer och baglangder

sa en primitiv funktion &r In|t| = In|lnz|. N&ar vi sétter in den
granserna 3 och R, far vi darfor

L
/ dr =In|InR| —In|In3]|.
3

zlnzx

Nér R — oo gar In R — oo, och dérfor dven In|In R| — oo. Inte-
gralen ar darfor divergent.

4.10 Tillampning: areor, volymer och
baglangder

Lat oss ga tillbaka till grunderna for integraler: om f &ar kontinuerlig pa
intervallet [a,b], sa sag vi i Sats 4.4 att

b n
[ o= w3 fe)an.
2 allaAz;—0 j=1
Om f(z) > 0 pa intervallet [a,b] sa dr detta lika med arean av omradet
som befinner sig under grafen y = f(x), dver z-axeln, till hger om = = a
och till vanster om x = b. I riemannsumman

Z flei) A,
i=1

har vi delat in intervallet [a,b] i delintervall: for varje ¢ har det ite inter-
vallet bredden Ax; och ¢; ar en punkt pa det intervallet. Déarfor ar varje
term f(c;)Ax; arean av en rektangel med hojd f(c;) och bredd Ax;. I
gransvardet tar vi allt fler och allt tunnare rektanglar.

I detta avsnitt ska vi anvénda integraler for att berdkna (mer allménna)
areor, volymer och baglangder. Aven om vi inte kommer att gora formella
harledningar, kommer idén med Riemannsummor att vara vagledande.

Areor mellan grafer

Vi borjar med en liten utvidgning av ovanstaende: om funktionerna f och
g ar kontinuerliga och uppfyller g(x) < f(x) pa intervallet [a,b], sa ges
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4 Integration

arean av omradet som befinner sig under y = g(z), 6ver y = f(x), till
hoger om x = a och till vanster om x = b av

[ 1)~ otw) @z

Enligt Sats 4.4 &r detta namligen

n

lim Y (f(e) - gle) Az, RERERER’ EEE

n—00
allaAxz;—0 ;=1

[ figuren till hoger &r grafen till g(z) = « AL
nederst och grafen till f(z) = e* Overst. 11
Den bla stapeln illustrerar en rektangel RN il
med hojd f(¢;) — g(c¢;) och bredd Auz;.
Arean ar 7 3
2
/2 T < T IL‘2) 2 3
e’ —xdr=|(e"—— =e" —e— -
1 2

areaenheter.

Exempel 4.10.1

Berdkna arean av det begransade omrade som begransas av kurvorna
y = 2% och y = 2x.

Losning. Vi noterar att kurvorna 6
skar varandra da z? = 2x, som har
losningarna x = 0 och z = 2. Till hoger y
om z = 2 och till vanster om x = 0 \

ar omradena over och under kurvorna
obegrinsade, sa det enda begransade
omrade ar det som ar mellan kurvorna
pa intervallet [0,2]. Pa detta inter-
vall ir y = 22 nederst och 2z 6verst, sa

arean ar
2 3
T
2% — ?de = [ 22 — =
0 3

(dér ae star for areaenheter).

2
4
= - ae.

3

0

266



4.10 Tillampning: areor, volymer och bagliangder

Det ar viktigt att halla reda pa vilken funktion som &r overst och
vilken som ar nederst. Integralen kan ju vara negativ, medan en
area alltid ar positiv. Detta ar sarskilt viktigt da funktionsgraferna
korsar varandra, som nésta exempel visar.

Exempel 4.10.3

Berdakna arean av det begransade omrade som begransas av kurvorna
y = sinx och y = cosx pa intervallet [0, 7].
Losning. Vi undersoker forst var
kurvorna skar varandra. Ekvationen

SInx = cosx \\

har precis en 16sning z = § pa inter- * /1 \ i S‘

vallet [0, 7]. for att avgora vilken som
ar overst till vanster och till hoger om
x = 7, racker det att prova en punkt pa
vardera sida (eftersom vi vet att funk-
tionerna ar kontinuerliga och inte har nagra andra skarningspunkter
pa intervallet). Vi har exempelvis sin0 = 0 och cos0 = 1, sa
sinz < cosx pa intervallet [0, ], medan sin7 = 0 och cosm = —1,
sa sinx > cosx pa intervallet [§,7]. Fér att berdkna arean delar
s

vi upp intervallet i z = 7 och integrerar den 6vre minus den nedre

funktionen pa varje del, dvs arean ar

B mEE

us
4 s
/ cosT — sinx dm—i—/ sinx — cosx dz
0 r

4

areaenheter. Vi lamnar berdkningen som ovning.

Rotationskroppar: rotation runt r-axeln och
skivimetoden

Antag att funktionen f &r en positiv och kontinuerlig pa intervallet [a, b].
Nér omradet mellan y = f(z) och z-axeln roteras runt z-axeln, uppstar en

sa kallad rotationskropp, som figuren till vinster visar. Vart mal ar att
berakna dess volym, och vi anvander idén om riemannsummor.
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4 Integration

y=f(c) y=f(c)

i

Pa samma satt som arean under grafen kunde approximeras som en summa
av rektangelareor, kan volymen hos rotationskroppen approximeras som
summan av volymer hos tunna skivor

zn: A(CZ)Aﬁl,
i=1

dar varje skiva har arean A(c;) och tjockleken Ax;. Eftersom kroppen
uppstatt genom rotation av kurvan y = f(x) &r varje skiva en cirkel, som
i figuren till hoger, med radie f(c¢;), sa

A(c) = mf(e:)?.

Vi definierar darfor rotationsvolymen som

n

n

P — ] . 2 .

V= lim Ale)Ar; = lim E wf(c;)*Ax;.
allaAz; —0 j=1 allaAz;—0 ;=1

Eftersom A(x) = 7 f(x)? &r kontinuerlig foljer det fran Sats 4.4 att detta
ar lika med

V= / dx—/aﬂf :c—w/f

volymenheter.
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4.10 Tillampning: areor, volymer och bagliangder

Exempel 4.10.4

Omradet som begriansas av y = 23, x-axeln, x = 1 och x = 2 roteras

runt z-axeln. Rotationskroppen har volymen

2 2 2T 1T\ 12
V—ﬂ/l(xg)zdx—ﬂ/l xﬁdx—ﬂ<7—7)—7777

volymenheter.

Exempel 4.10.5

Lat R vara ett positivt reellt tal. Kur-
van y = v/ R? — x2 ar en halvcirkel med
radie R. Den rotationsvolym som fas
nar den roteras runt x-axeln ar darfor
ett klot med radie R. Vi kan darfor
berakna klotets volym V som rota-
tionsvolym enligt

Y

R 9 R R3 =
V:W/ VvVR?2 — g2 da::27r/ RQ—xde:27r<R2x——)
“R

0 3/,

vilket ar lika med @ volymenheter, som bekant. (Notera att vi
forenklade integralen genom att anvénda den jamna symmetrin.)

Exempel 4.10.6

Omradet fran Exempel 4.10.1, som begransas av y = 2 och y = 2,
roteras runt z-axeln. (Kom ihag att integrationsgrénserna ér z = 0
och z = 2.) Berékna rotationsvolymen.

Losning. Rotationskroppen far vi genom att rotera y = 2z (den
ovre kurvan) runt z-axeln, och fran den rotationskroppen subtrahera
den rotationskropp som omradet under y = 22 (den nedre kurvan)
skapar. Med andra ord har vi

2 2 2 64
VZ?T/(?J])QdJ]—W/(I‘Q)2dZE:7T/ 42° — 2t dr = —7 ve
0 0 0 15
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4 Integration

(dér ve star for volymenheter). Vi har hoppat 6ver detaljerna i
integralberakningen.

Subtraktionen i exemplet ovan fungerar i allménhet: om 0 < g(z) < f(z)
giller pa intervallet [a,b], och omradet mellan y = f(z) och y = g(x)
roteras runt x-axeln, fas rotationsvolymen

ver [ - g
[ Anmérkning 4107 Varning! ]

b
Var noga med att skilja pa / f(z) dx och 7r/ f(z)? dz. Bada ar

integraler, men har olika tolkningar. Den forsta ger arean av omradet
under grafen, och den andra ger rotationsvolymen da det omradet
roteras runt x-axeln.

Vi kan kombinera detta med generaliserade integraler for att beridkna
volymer av obegransade omraden.

Exempel 4.10.8

1
Omradet under kurvan y = —, ovanfor z-axeln och till hoger om

x
x = 1 roteras runt x-axeln. Rotationsvolymen ges av

o /1 2 00
7r/ (—) dxzw/ %dw
1 x 1 T

1 . .
Sedan tidigare vet vi att / — dx konvergerar till 1, sa volymen ar
1z

7 volymenheter.

1
Notera att omradet under kurvan y = —, ovanfor xz-axeln och till
x

x
divergerar mot oo, men nar denna oandliga area roteras runt z-axeln

har rotationskroppen dndlig volym. Fundera garna pa hur det kan

hoger om x = 1 har odndlig area, eftersom integralen / — dx
1
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4.10 Tillampning: areor, volymer och bagliangder

komma sig!

Rotationskroppar: rotation runt y-axeln och
skalmetoden

Vi fortsatter att betrakta en funktion f som &r en positiv och kontinuerlig
pa intervallet [a,b]. Nu vill vi berdkna volymen av rotationskroppen som
fas nér omradet mellan y = f(z) och z-axeln roteras runt y-axeln, som
figuren nedan till vanster visar.

(L5

INENuERE ~ - NCi

Denna gang approximerar vi volymen hos rotationskroppen som summan
av volymer hos cylindriska skal. Varje cylindriskt skal har tjockleken Az;.
Volymen hos ett cylindriskt skal ar nagot svar att berdkna: skalets ut-
sida och insida &r cirkuldra cylindrar men med olika radier (skillnaden &r
just Az;). Déarfor approximerar vi volymen med arean hos en cylinder,
multiplicerad med tjockleken. En cirkular cylinder med radie ¢; och hojd
f(c;) har area A(c;) = 2me; f(c;). Volymen hos ett cylindriskt skal dr déarfor
ungefér lika med A(c¢;)Ax;. (Man kan gora berdkningen exakt, och man kan
ocksa visa att skillnaden mellan det exakta resultatet och vart ungefarliga
resultat gar mot 0 nér vi tar gransvardet i det som foljer. Det innebér att
vi kan anvéinda vart ungeférliga resultat utan fara.)
Vi kan darfor definiera rotationsvolymen som

V= lim ZA(ci)Axi: lim ZQWCif(Ci).

n
allaAz; —0 j=1 allaAz;—0 ;=1
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Eftersom 27z f(x) ar kontinuerlig foljer det fran Sats 4.4 att detta ar lika
med

V= /b27m:f(a:) dr = 27r/bxf(:l:) dx

volymenheter.

Exempel 4.10.10

N

Omradet som begransas av y = Inx, z-

axeln, £ = 1 och x = e roteras runt [ 1] _

y-axeln. Rotationskroppen har voly- 1 1 / v
€]

men V =27 [ xlnz dr. En primitiv

1
funktion till z In x bestamde vi faktiskt
i Exempel 4.6.5 med hjalp av partiell
integration. Detta ger 5 3

e 2 2\ |°©
27T/ xlnxdmz?%(x—lnx—ﬂ)
1 2 4

1

e2+1
= 7'{'7

2

o0 00 2
och volymen ar darmed ETHW volymenheter.

Exempel 4.10.11

Omradet fran Exempel 4.10.1, som begrinsas av y = 22 och y = 2,
roteras nu runt y-axeln. (Kom ihag att integrationsgrénserna ar
x =0 och x = 2.) Berékna rotationsvolymen.

Losning. Rotationskroppen far vi genom att rotera y = 2z (den
6vre kurvan) runt y-axeln, och fran den rotationskroppen subtrahera
den rotationskropp som omradet under y = z? (den nedre kurvan)
skapar. Med andra ord har vi

% % 2
8
V:27r/ :c-21‘d1‘—27r/ x-xQd:c:27r/ 2x2—x3d:c:§7rve.
0 0 0

J

Aven hir giller allmént att om 0 < g(x) < f(y) pa intervallet [a,b],
och omradet mellan y = f(x) och y = g(z) roteras runt y-axeln, sa blir
rotationsvolymen

b
V= 27r/ z(f(x) — g(x)) dz.
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4.10 Tillampning: areor, volymer och bagliangder

Man kan ibland berakna rotationer runt y-axeln med hjalp av

skivmetoden istallet for skalmetoden, om z kan skrivas som funktion

av y. Da spelar y-axeln samma roll som z-axeln spelade i det forra
b

avsnittet. Dér fick vi ju rotationsvolymen 7 [ f(2)* — g(x)? dv da

omradet mellan y = f(x) och y = g(x) och med a < z < b roterades
runt z-axeln. Om nu omradet mellan z = h(y) och x = j(x) och
med ¢ < y < d roteras runt y-axeln, far vi pa samma satt volymen

V= / hy) — i) dy,

dér kurvan y = j(x) &r nérmast sett fran y-axeln

Vi illustrerar anmérkningen genom att berdkna rotationsvolymen fran
Exempel 4.10.10 igen, denna gang genom att anvanda att y = Inzx <
x = eY. Omradet som ska roteras befinner sig alltsa utanfor x = eV och
innanfor den lodrata linjen x = e, och med 0 <y < 1. Volymen blir

1 1 e2y
VIT('/ 62—(ey)2dy:7r/ 62—e2ydy:7r(e2y—7)
0 0

e+1

1

0

vilket efter forenkling ger <=7 volymenheter, som véntat.
Variablerna x och y bytte alltsa roll med varandra. Nagot liknande géller
for rotation runt z-axeln. Vi sammanfattar alla moéjligheter i en tabell.

<
Omrade gl@) <y
a<ux

c;y;d

e x;@(

<

Runt z-axeln | V = 7r/ f(x)* —g(x)?de |V = 27r/ y(h(y) —j(y)) dy

Runt y-axeln | V = 27r/ z(f(z) —g(x)) de | V= 7T/ h(y)® —j(y)* dy

273



4 Integration

Mer allmanna volymer

Man kan anvanda skivmetoden for att berakna andra volymer an rota-
tionsvolymer. Lat oss blicka tillbaka pa formeln

V= /abA(x) dx

fran det avsnittet. Har 4r A(x) tvArsnittsarean av kroppen i fraga, vid
position x. For en rotationskropp &r tvérsnittet en cirkel, men samma
resonemang kan foras oavsett hur tvarsnittet ser ut, sa linge tvérsnittsarean
A(z) kan integreras, vilket den kan om den &r kontinuerlig. Volymen fas
alltsa att integrera tvarsnittsarean. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 4.10.13

En pyramid har hojden h langdenheter, och en kvadratisk bas med
sidan s langdenheter. Berakna pyramidens volym.

Losning. Vi lagger ned pyramiden langs den positiva z-axeln, med
toppen i origo och pa sadant satt att tvarsnittet vid position x ar
en kvadrat med en viss sidlangd, som vi kallar for ¢. Vi anvander
likformighet for att ta reda pa sidan ¢t. Den forhaller sig till bassidan
s pa samma satt som z forhaller sig till hojden h. Vi har alltsa

t T — = ST
s h h
Tvarsnittsarean ar darfor
s2x?
Alx) =t = 72
Volymen blir darfor
h 2.2 2 rh 2 3 2
S°x s s h sh
—dx = — 2 de = — | ——-0) = —
OthlﬂOxxh?(S ) 3

volymenheter, vilket ar en bekant formel.
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Baglangd

Vi lamnar nu areor och volymer och angriper baglangder. Om f ar kon-
tinuerlig pa intervallet [a,b], &r fragan alltsa hur lang kurvan y = f(z) ar
mellan x = a och x = b. Vi kommer att kunna svara pa denna fraga under
antagandet att funktionen ar kontinuerligt deriverbar pa intervallet [a, b],
dvs att inte bara funktionen, utan dven dess derivata f’, ar kontinuerlig
déar. (Vi aterkommer till varfor detta, nagot tekniska, krav behévs, men
de flesta funktioner vi hanterat hittills uppfyller det.)

Det enklaste fallet, da kurvan &r en rat linje,
kan vi berakna med Pythagoras sats. Med
Ax =b—aoch Ay = f(b)— f(a) far vi langden ny

till Z ______ -

As = /(Ax)? + (Ay)2. .

Om vi bryter ut Az ur detta, ser vi att detta ar lika' med \

\/<1 + Eii;) (Az)? = \/(1 + Eii;z) (Az)? = \/@ A,

Ay

dar vi anvant att Az > 0. Har observerar vi att kvoten 37 &ar linjens

riktningskoefficient.

I det allmanna fallet har vi en funk-
tion f som ar kontinuerligt deriverbar
pa [a,b] och vill berdkna langden av
y= f(r) mellan x = a och x = b.
Var metod &r att approximera kurvan
y = f(z) med rita linjestycken, vars
langder vi sedan kan rakna ut med
Pythagoras sats. Darfor delar vi in
intervallet [a,b] i delintervall [z;_q,x;]

med ¢ = 1,2...,n, och approximerar
. ¢ L g
kurvans langd med i a=x | x |- xn‘:b
g AS’i?
i=1

dar As; ar lingden av den réata linje som approximerar kurvan mellan z;
och x;. Om delintervallets bredd ar Ax; = x; — x;_1, och funktionens
fordndring ar Ay; = f(x;) — f(z;—1), ger Pythagoras sats att

As; = /(B2 + (B
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Pa samma satt som ovan kan vi skriva om detta som

Ay; ?
As; = \/1 Az;.
i + (AJZZ) i

Funktionens kontinuitet och deriverbarhet gor att vi kan anvanda
medelvardessatsen pa varje delintervall: den genomsnittliga forandringshastigheten
2 4y lika med derivatan f’(c;) i nagon punkt ¢; € [z;_1,z;], sa vi har

AIi
ASi =1/ 1 + f’(Cz‘)2 A$i,

och kurvans totala langd approximeras darfor av summan

i ASZ‘ = i \ 1+ f’(Ci)z Al’z
=1 i=1

Vi definierar nu kurvans langd, den sa kallade baglangden S, genom att
anvanda samma slags gransvarde som for areor och volymer, dar vi later
delintervallen bli allt fler och allt kortare, dvs

S=lim Z V14 f'(¢)? Ax;.

allaAz; —0 j—1

Enligt ett liknande resonemang som for areor och volymer kan vi leda detta
till foljande.

Om funktionen f ar kontinuerligt deriverbar pa [a, b], sa ges langden
av kurvan y = f(z) mellan x = a och x = b av det reella talet

/b I+ @)? da.

Det ingar alltsa i satsen att integralen &r ett valdefinierat reellt tal,
dvs att funktionen /1 + f/(x)? &r integrerbar. Denna funktion ar
en sammanséttning av f’ och kontinuerliga funktioner (kvadrering,

addition med 1, och rotdragning). Om f’ ar kontinuerlig pa interval-
let, sa ar hela sammanséattningen kontinuerlig och déarfor integrerbar.




4.10 Tillampning: areor, volymer och bagliangder

Detta motiverar antagandet att inte bara f, utan dven f’, ar kontin-
uerlig.

Rotuttrycket gor integralen knepig att berdkna for de flesta funktioner,
men den kan anvandas for numerisk integrering med digitala hjalpmedel.

Exempel 4.10.15

Beréikna langden av kurvan y = /1 — 22 mellan y = —1 och y = 1.
Losning. Om f(x) = 1 — 22 sa ger kedjeregeln att f'(z) =

—9Ir

IV1 — 22’

2 1— 22+ x2 1 1
\/1—|—f/($):\/1+1_x2:\/ 1_1-2 :\/1_x2: 1_x2’

som ar derivatan av arcsin z. Darfor far vi baglangden

sa

x = arcsin 1 — arcsin(—1) =

SIE]

1
1
—d —(=3) =7 le,

/1 VAR =3)

dar le star for langdenheter. Notera att kurvan i fraga ér den 6vre
halvan av enhetscirkeln, och att den har baglangd 7 ligger till grund
for sjalva definitionen av radianer. Detta exempel ska darfér mest
ses som en riktighetskontroll av baglangdsberakningen.
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5 Ordinara
differentialekvationer

Motivation

Matematiska modeller handlar om att beskriva olika fenomen med matem-
atiska samband. Vildigt ofta beskriver dessa samband hur snabbt storheter
forandras, och de innehaller dérfér funktioner (t ex y) och deras derivator
(v',y",...). Lat oss ta nagra exempel.

e Ekvationen for obegrinsad tillvaxt 4’ = ky beskriver en storhet y som
okar i proportion mot dess storlek, med proportionalitetskonstant k.
Till exempel kan y vara saldot pa ett rantekonto med en ranta pa
2%, vilket ger k = 1.02.

e Ekvationen for logistisk tillvaxt ' = ky(L — y) beskriver t ex en
djurpopulation y som lever med begransade resurser, sa att det finns
en maximal kapacitet L. Tillvixten ar proportionell mot antalet in-
divider y (for forokningens skull) multiplicerad med den kvarvarande
kapaciteten L — y (pa grund av de begrinsade resurserna).

e Newtons andra lag F' = ma beskriver kraften F' som proportionell
mot accelerationen a, som ju ar andraderivatan av positionen hos en
partikel. Proportionalitetskonstanten m ar partikelns massa.

e Om en pendel svanger under inverkan av gravitationen, uppfyller
svangningsvinkeln y sambandet y” + ﬁsiny = 0, dar ¢ ar pendelns
langd och g &r gravitationskonstanten. Genom linjarisering (se Avs-
nitt 2.14) kan man approximera detta med det enklare sambandet
y' 4+ £y = 0, om vinkeln y #r liten. Liknande ekvationer beskriver

andra typer av sviangning, som t ex fjaderrorelse.

e Enligt den sa kallade SIR-modellen for smittspridning sprids en sjuk-

dom enligt sambandet % = BJ{,—S —~I, dar I ar antalet redan smittade,
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5 Ordinéra differentialekvationer

S ar antalet som adnnu kan smittas, och N = S + I det totala an-
talet manniskor i gruppen. Parametrarna ( och v ar olika for olika
sjukdomssituationer.

e Nir en balk av t ex metall utsatts for en belastning leder det till
att den bojs. Bojningen w &r en funktion av positionen z pa balken,
och uppfyller sambandet cw™ () = ¢(z), dir konstanten ¢ beskriver
balkens stelhet, och ¢(z) &r belastningen. Notera alltsa att det ar
fjardederivatan som ingar.

Alla dessa samband ar exempel pa ordinira differentialekvationer.
De anger villkor som en storhet (t ex saldot y pa ett rdntekonto) maste
uppfylla enligt en viss modell. Sambandet ges i termer av derivator, och &r i
den meningen implicit. Att l6sa en differentialekvation innebéar att hitta ett
explicit uttryck for storheten (t ex en explicit funktion som beskriver saldot
y(t) vid tiden t). Med de verktyg vi har samlat pa oss under kursens gang
kan vi nu hantera och i manga fall 16sa sadana differentialekvationer: att
hantera dem kréver en forstaelse av derivatan, och losningsmetoderna, som
vi strax kommer att se, anvander sig av integration och serierepresentation.
Var framstéallning kommer att vara helt matematisk och inte krava nagon
forstaelse av tilliampningar och modeller, men ge oss verktyg att hantera
sadana modeller i andra vetenskaper.

5.1 Grundlaggande definitioner

En ordinar differentialekvation (ODE) ér en ekvation dér en funktion
y i en variabel z, funktionens derivator 3/, y", ..., y™ och variabeln sjilv
ingar. En sadan ekvation kan skrivas pa formen

F(z,y,y,y",...,y™) =0,

dar vénsterledet dr nagot uttryck. (Man kan alltid sdtta hogerledet lika
med 0 genom att flytta 6ver alla termer till vénsterledet.) Man séger att
ODEn ér av ordning n om den hogsta forekommande derivatan ér y™.

e Ekvationen ¢’ = ky, dvs ¢y — ky = 0, &r en ODE av ordning 1.

e Ekvationen y” + ﬁsiny = 0 dr en ODE av ordning 2.
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5.1 Grundlaggande definitioner

e Ekvationen cw™®(z) = ¢(x) dr en ODE av ordning 4.

@B,

e Ekvationen sin(y”) — e*y” + yz? = 0 dr en ODE av ordning 3.

Att en sadan ekvation kallas for en differentialekvation beror pa att
derivatorna ingar: att differentiera ar, pa flera sprak och i vissa
sammanhang pa svenska, ett annat ord for att derivera. Adjektivet
ordinar har att gora med att derivatan ar den “vanliga” derivatan av
en funktion i en variabel. Detta ar i kontrast mot partiella differen-
tialekvationer, dér funktionerna som ingar ar funktioner av flera vari-
abler, och derivatorna &r derivator i en variabel at gangen. Sadana
derivator kallas for partiella derivator och ar ett grundlaggande kon-
cept i1 flervariabelanalys; darfor ar det inte en del av denna kurs.

Vart mal ar att 16sa ordinédra differentialekvationer. Lat oss precisera
vad det innebar.

Definition 5.1

En 16sning till ODEn F(z,v,v,vy",...,4™) = 0 ér en funktion
y = y(z) som uppfyller ODEn for alla x pa nagot intervall I C R.
Att 16sa en ODE innebér att hitta alla l6sningar till ODEn. Man
sdger da dven att man hittar den allmanna 16sningen till ODEn.

Man skriver alltsa ofta 16sningen som y = y(z) istéllet for t ex y = f(z)
for enkelhets skull. For att y(z) ska kunna vara en 16sning till en ODE pa
nagot intervall, maste alla derivator som ingar i ODEn vara definierade pa
intervallet; annars kan de forstas inte uppfylla ekvationen.

Exempel 5.1.3

/

Visa att y = €3 ar en 16sning till ODEn Y 6x2=0 pa hela R.

Y
Bevis. For att visa att en funktion ar en 16sning till en ODE
behover vi, per definition, bara derivera och satta in funktionen i
ODEn och kontrollera att den ar uppfylld. Om y = ¢*° ger ked-
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5 Ordinéra differentialekvationer

jeregeln att v = 62¢3*”, sa

xy 26263
— —62® = ——— — 62" = 62" — 62" = 0,
Yy €

sa vansterledet ar lika med hogerledet for alla x € R, och ekvationen
ar uppfylld pa hela R, vilket skulle visas.

Exempel 5.1.4

Los ODEn ¢/ = 2x pa R, dvs bestdm alla I6sningar, dvs alla funk-
tioner y(x) som uppfyller y/(z) = 2z pa nagot intervall.

Losning. Att ¢y = 2z ar ekvivalent med att y ar en primitiv funk-
tion till 2x. Alla losningar, dvs alla primitiva funktioner till 2x, ges
avy(z) = [2z dz =2*+ C, ddar C e R.

Svar. Den allminna losningen till ODEn 3y = 2z dr y = 2? + C,
dar C' € R.

Notera att for varje C € R uppfyller y = 22 + C ODEn 6verallt pa R,
och darfor ocksa pa varje intervall I C R.

Exempel 5.1.5

ODEn y' = —— har den allménna losningen
x
1
y=—+C, C eR,
7%

som alltsa ar den allménna primitiva funktionen till —m%. For varje
C é&r 14 C definierad pa intervallet (0, 0o) eller pa (—oco,0), men inte
pa hela R. Ingen funktion kan uppfylla ODEn pa hela R eftersom
ODEn ar odefinierad da z = 0.

Observera att en losning till en ODE &r en funktion. I Exempel
5.1.4 var funktionen y(z) = x* + C en losning for varje reellt varde
pa C; exempelvis ar y(z) = 22 + 7 en losning. Det handlar alltsa
inte om att hitta ett virde pa = som loser ekvationen (som fallet
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ar i algebraiska ekvationer), utan om att hitta alla funktioner som
sambandet haller for pa det aktuella intervallet.

Detta har stor betydelse i matematisk modellering. Att t ex en
planetbana bestdms av en matematisk modell som bestar av en ODE,
innebar att hela planetbanan modelleras som en 16sning till denna
ODE. Varje 16sning ger en mojlig planetbana.

Observera ocksa att losningar kan

ol

uppfylla en ODE pa olika intervall. De \
betraktas da som olika, &ven om de ib- .
land ges av samma uttryck (dvs samma \

2

formel). I exemplet ovan a&r — 4+ 2 pa ———
z

N
|

intervallet (0, 00) en 16sning, och — +2 =
7

pa intervallet (—oo,0) en annan. Bada
ser vi i figuren till hoger.

\ 7

Det finns ingen allmén losningsmetod som fungerar for alla ordinéara
differentialekvationer. I allmanhet finns det inget satt att hitta en explicit
formel for y(z). Dock finns det praktiska metoder for att 16sa flera olika
typer av ordinéra differentialekvationer, varav manga forekommer i vanliga
matematiska modeller. Malet med detta kapitel ar att lara oss anvianda
dessa metoder, och slutligen ga igenom en metod som i princip fungerar i
ganska stor allménhet.

5.2 Separabla ODE av forsta ordningen

Vi borjar med att 16sa differentialekvationer av ordning 1 som ar separabla.
En separabel ODE av ordning 1 ér en ODE pa formen

y' = f(x)g(y)  det vill séiga j—‘z = f(z)g(y).

dar f och g ar givna funktioner. Sadana ekvationer kallas separabla efter-
som man kan separera variablerna x och y, sa att de star pa olika sidor
om likhetstecknet. Vi kommer att losa dem under antagandet att f och g
ar kontinuerliga, och g(y) # 0. (Mer precist soker vi alltsa alla 16sningar
y = y(x) dar x ar sadant att dessa villkor &r uppfyllda.)

Lat oss se hur det fungerar i ett exempel som inspirerar till en allméan
metod.
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Exempel 5.2.1

d 2
Vi vill 16sa ODEn d—y = —12:, dvs hitta alla y = y(z) som uppfyller
£ Y
detta samband pa nagot intervall. Pa detta intervall maste alltsa
alla delar av ekvationen vara kontinuerliga, och y # 0 (pa grund av

divisionen med y?).

d 2 1
ODEn Y _ ar separabel, eftersom o 2z - —. For att losa
0 2 2 Y2
den flyttar vi over y-faktorn till vansterledet, dvs
dy 1 dy
-2 =27 — <=y~ =21.
dx * y? Y o v

Vi integrerar nu bada leden: tva funktioner som &r kontinuerliga pa
ett intervall ar lika pa intervallet om och endast om deras allméanna
primitiva funktioner ar lika pa intervallet, sa var ekvation ar ekviva-

lent med
Py
dx

Vi beraknar nu bada integraler. Hogerledet ar enklare och vi far

= [ 2x

/2$dI—$2+Cl, C; € R.
I vansterledet har vi y som ar en funktion av z, och derivatan Z—i.
Att vi har denna inre derivata gor att vi kan gora ett variabelbyte,
dvs en substitution, sa att vi far en integral med avseende pa y, dvs

dy y=y y3
27y = = [ Pdy=2 R.

(En nédrmare forklaring kommer i nésta anmérkning.) Da vénsterled
ar lika med hogerled galler alltsa

3

%+02:x2+(]1 s y® = 322 + 30, — 3C,.
Vi kallar 3C5 — 3C; for C, som ocksa ar en allmén reell konstant,
och far alltsa
y® =322+ C.

Detta ar ekvivalent med y = (322 + C)3, som ér den allméinna
losningen.
Svar. Alla I6sningar till ODEn ges av y = (322 + C’)%, C eR.
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Substitutionen i forra exemplet ser nagot méarklig ut. I tidigare sub-
stitutioner har vi infért en ny variabel y for att ersétta ett (krangligt)
uttryck hA(x), i stil med

/h(:v)Q@ de = - hglx) = /y2 dy.

dz dy = Ey d
x

Det som skedde nu ar precis samma sak, med skillnaden att uttrycket
nu redan star som just y istéllet for h(x). Darfor ser substitutionen ut
som att man inte &ndrat nagot. Det viktiga ar att dy = @ dx, vilket
vi argumenterade for i Avsnitt 4.5. Det ser ut som en forkortning av
brak, men det ar det inte det, eftersom % inte ar ett brak.
Argumentet fran Avsnitt 4.5 handlar gm att derivera resultatet

3
Yy . . g 2 @3 .o
=— 4 (%: deriverar vi med avseende pa y sa far vi

3
d (3
— (L +0,) =42
dy ( 3" 2) 7

vilket innebar att

y3
/ﬁ@=§+@

Deriverar vi istallet med avseende pa x sa maste vi anvanda ked-

jeregeln, som ger
d 3 d
] (y_ L Cz) L

de \ 3 dz’
vilket innebar att ; 5
24 . _ Y

Bada integralerna ar darfor lika.

d
Eftersom vi alltid kan skriva —yda: = dy innanfor integralen, och integr-

era med avseende pa y, brukar man gora omskrivningen direkt i det forsta
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steget. I exemplet ovan far vi
d d
y2d—i:2x<:>y2d—i dr = 2z dv <= y* dy = 2z du.

Da kan man direkt integrera vénsterledet med avseende pa y, och hogerledet
med avseende pa x. For oss ar det bara notation, eftersom vi inte definierat
vad dy och dx betyder utanfor integraler. Som vi namnt tidigare i Anmérkning
4.5.4 kan man definiera sadana differentialer precist, men det gar utanfor
denna kurs.

Metoden i exemplet anvéinds for att losa separabla ordindra differen-
tialekvationer i allménhet. Vi sammanfattar den har.

d
For att 16sa ODEn d_y = f(z)g(y) pa ett intervall dar f och g &r
x

kontinuerliga och g(y) # 0:
) dy 1
1. Separera variablerna: — = f(x)g(y) <= —— dy = f(x) dx.
= 1)) = o5 dy = f(a)

[\)

1
. Integrera bada sidor: /— dy = /f(x) dx.
9(y)

3. Simplifiera (forenkla) och 16s om majligt ut y i termer av x.

4. Kontrollera 16sningen genom att derivera och sétta in i ODEn.

Exempel 5.2.3

Lat oss ga igenom Exempel 5.2.1 igen pa detta mer systematiska

satt. Vi vill losa ODEn d_y = Q_x
de  y?

Forst separerar vi variablerna enligt

d 1 d
%z%’-? > y2£:2x — y? dy =2z da=.
d
(Har har vi redan genomfort variabelbytet —ydx = dy i

dx

vénsterledet. )
Sedan integrerar vi viansterledet med avseende pa y och hogerledet
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med avseende pa x:

/dey:/Zxda: —

%+02:.Z'2+01 <~
3
%:mQ—I—C C eR.

Ur detta I6ser vi ut y enligt y = (322 + C)3.
Det aterstar att kontrollera losningarna genom att derivera och

satta in i d—i = if Deriverar vi y = (322 4 C)3 enligt kedjeregeln
far vi oo . 2 ,
%—3(3 +C)75-6x =2x(3z*+C)3
medan
2x 2x 2x

= - - = 2x(322 + C)3
g ((3x2+0)é)2 (322 +C)3 ( )

Vinsterled och hogerled ar lika, sa lange y # 0, vilket vi utgar ifran
eftersom gy star i ndmnaren i den givnha ODEn. Funktionen y =
(322 + C’)% ar darmed en 16sning pa varje intervall dar x uppfyller
(322 + C)3 # 0.

Exempel 5.2.4

d
Los ODEn d_y = 6y32? under antagandet att y # 0.
T

Losning. Vi separerar variablerna enligt

d 1d 1

Yyt = 612 = — dy =622 ds

dx Y3
dér divisionen med y3 inte orsakar problem da vi antagit att y # 0.
Sedan integrerar vi. Vansterledet ger

1 _3 y‘2 1
Edfy: Y dy:—_2+01:_2_y2+01’ ¢y e R
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Hogerledet ger
/6:1:2 dr = 223 + Cs, Cy € R.
ODEn ar darfor ekvivalent med

1
———|—01:2I3—|—02 e

242
L:—Q:E?’—J—C'l—Cg —
212 \‘C/—-/
2% = ; =
C T D "
eller y=—

G ToE T V2C — 42°
Svar. Alla l6sningar (med y # 0) till ODEn ges av

1
=t+t— C eR.
v V2C — 423
Vi lamnar kontrollen som 6vning; notera att man i princip far gora
tva kontroller, en for de positiva och en for de negativa losningarna.

Notera har att vi inte kunde losa ut y som en funktion av x for varje C,
utan det fanns tva mojligheter beroende pa tecken. I allménhet finns det
finns ingen garanti for att losningen ar en funktion av x som &r definierad
overallt. I de fall vi gar igenom &r l6sningen definierad i nagot intervall.

1 1
Lat oss rita upp lésningarna ———— och —————— f{0r nagra

V20 — 423 V20 — 423

olika varden pa konstanten C. En av l6sningarna har vi fargat orange.
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5.2 Separabla ODE av forsta ordningen

.

Nagra saker ar varda att uppmérksamma:

e Varje l0sning ar definierad pa ett intervall, men intervallen ser olika
ut for olika losningar. I detta exempel beror det pa att v/2C — 4x3
endast ar definierad diar 2C — 423 > 0, och vilka z som uppfyller
detta beror pa vad C ér.

Kurvorna kan se vasentligt olika ut; de ar inte bara forskjutna i
héjdled i forhallande till varandra, som det skulle ha varit om kon-
stanten C' hade adderats pa slutet.

Detta leder oss till att reflektera 6ver vad ODEn egentligen siager: den
ar ett villkor pa derivatan, dvs tangentens lutning, till varje kurva i

varje punkt. Vi har markerat villkoret d—y = 6y°2z? i nagra punkter i

figuren till hoger. ODEn séger alltsa attmy = y(z) ar en 16sning som
gar genom punkten (x,y) om och endast om lésningskurvans tangent
i den punkten har lutningen 6y3z%. Detta synsitt ar anviandbart i
manga tillimpningar. Man kan t ex tidnka sig att ODEn beskriver
ett magnetfalt, och da ar losningskurvorna de vagar en jarnpartikel
skulle fardas i det magnetfiltet. I varje punkt pa en losningskurva
talar magnetfiltet (dvs ODEn) om vilka riktningar partikeln kan rora

sig.

Ibland ar man sarskilt intresserad av en 10sning som gar igenom en viss
punkt. Vi har till exempel markerat den 16sning som uppfyller y(0) = 1.
Ett sadant villkor kallas for ett begynnelsevillkor eller ett randvillkor.
Ett begynnelsevardesproblem ér en ODE tillsammans med ett sadant
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5 Ordinéra differentialekvationer

begynnelsevillkor. Med hjalp av detta villkor kan man bestamma vardet
pa konstanten. Vi illustrerar med vart exempel.

Exempel 5.2.5

Lés begynnelsevardesproblemet

(fortfarande under antagandet att y # 0).
Losning. Vi borjar med att 1osa ODEn, som den ODE vi loste i
Exempel 5.2.4. Dar fick vi den allménna l6sningen
(2) = £ CeR
x) =t—m—, :
Y V20 — 423
Begynnelsevillkoret y(0) = 1 utesluter de negativa l6sningarna, efter-

som 1 > 0, sa
1

y(r) = T

Dessutom maste y(0) = 1. Inséttning ger

C eR.

1 1
V20 —4-03 V20

vilket ar lika med 1 om och endast om vV20 =1 & 20 = 1 <—
C =

Svar. Losningen ir y(z) =

y(0)

N

1
V1 — 423

Detta ar alltsa den orangefiargade 16sningen i figurerna ovan.

Exempel 5.2.6

d
Los ODEn d_i = ky, dar k € R ar en konstant.

Losning. Vi separerar variablerna enligt

dy 1dy 1
—=ky < —-——=k <<= —-dy=kdt
dt J y dt Y o ’
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5.2 Separabla ODE av forsta ordningen

forutsatt att y # 0; vi aterkommer till detta senare.
Sedan integrerar vi vansterledet med avseende pa y:

1
/;dy:1n|y|+01, C;eR
och hogerledet med avseende pa t
/kdt:kt+C’2, Cy € R,

sa ODEn ar ekvivalent med

Inly| +C,=kt+Cy, <= Inly|=kt+C,—C;, C€R.
C

Nu vill vi I6sa ut y fran In |y| = kt + C. Per definition av In &r detta
ekvivalent med

|y| = FtH+C — cktoC y = +eCekt

Om C ar en allmén reell konstant, sa dr e¢ > 0 en allmin positiv
konstant pa grund av exponentialfunktionens egenskaper, och +e®
kan darfor ersittas med en nollskild reell konstant D, dvs y = De
med D # 0.

Vad hander da D = 07 Da ar y = 0, vilket vi tillfalligt uteslot
tidigare. Vi kontrollerar om y = 0 ar en 16sning: med y = 0 ar bade
d d
d—‘z = 0 och ky = 0, sa differentialekvationen d_:z = ky ar uppfylld.
Dérfor ar den allminna losningen y = DeF* dar D € R ér en allmén

konstant.
Svar. Den allménna l6sningen ar y = De, D e R

d
Kontroll. Med y = De* far vi d_?; = kDeF = ky, sa ODEn ér
uppfylld.

Exempel 5.2.6 ar den kanske viktigaste typen av ODE, och det forsta
exemplet vi namnde i introduktionen. Lat oss reflektera 6ver ODEn
och dess l6sning. Vi ténker oss att y(t) beskriver en viss storhet
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5 Ordinéra differentialekvationer

vid tiden t. Att ¥’ = ky betyder att forandringshastigheten i y ar
proportionell mot y. Om k& > 0 betyder detta att ju storre y ar,
desto snabbare okar det, sa det vi far ett ohdmmat tillvaxtbeteende.
Detta hénder i t ex en djurpopulation med obegrinsad tillgang pa
resurser: ju fler individer som finns, desto snabbare kan de forcka sig,
vilket leder till &nnu fler individer, som forokar sig &nnu snabbare,
osv. Detta &r just exponentiell tillviixt enligt 16sningen y = DeFt.
(Om k < 0 far man ett liknande beteende med avtagande istéllet for
tillviaxt.) Vilken betydelse har konstanten D? Det aterkommer vi
till i nasta exempel!

Nasta exempel motiverar namnet begynnelsevillkor.

Exempel 5.2.8

d
I ett experiment far en bakteriekultur vixa enligt ODEn d—i{ = by,

dér y = y(t) ar kulturens volym (i milliliter) vid tiden ¢. Néar ex-
perimentet borjar (dvs i begynnelsen), vid tiden ¢t = 0, &r volymen 7
milliliter. Bestdm y(t).

Losning. Vi ska alltsa 10sa Begynnelsevardesproblemet

dy

= _5
{dt y
y(0) =7

d
och noterar att ODEn d_zt/ = 5y ar samma ODE som i Exempel 5.2.6

med k£ = 5. Den allménna l6sningen ar darmed y(¢t) = De’, dar
D € R. For att tillampa villkoret satter vi in t = 0 och far

y(0)=De’*=D-1=D

sa villkoret y(0) = 7 &r ekvivalent med D = 7. Detta bestdmmer
konstanten D.
Svar. Volymen vid tiden ¢ ges av y(t) = 7% milliliter.
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5.3 Linjdra ODE av forsta ordningen

5.3 Linjara ODE av forsta ordningen

Definition 5.2
En linjar ODE ar en ODE pa formen

an(@)y™ + - + ax(2)y” + ai(@)y' (2) + ao(x)y = b(z),

dér a,,...,ap och b ar givna funktioner. Om hogerledet b(x) ar
konstant noll sager vi att ekvationen ar homogen, annars ar den
inhomogen.

Observera att funktionerna a,,...,aq och b inte behover vara linjara
funktioner. Daremot &ar de bara funktioner av z, sa termerna ar “linjéara i
y och dess derivator”, sa att y, v, v osv alltid star utanfor dessa funktioner.

Exempel 5.3.1

e Ekvationen 3 + 32%y = 2% &r en inhomogen, linjir ODE av
ordning 1.

14
e Den tidigare ndmnda pendelekvationen y” + —siny = 0 ar
inte linjar, pga sin y-termen, men den approximerade varianten

y" + ;y = 0 ar en homogen, linjar ODE av ordning 2.

Pendelekvationen och liknande linjara ekvationer av andra ordningen
kommer vi att behandla i nasta avsnitt.

\ 7

[ detta avsnitt kommer vi att utarbeta en losningsmetod for linjara ODE
av ordning 1. En sadan ODE har alltsa formen

ar(2)y'(x) + ao(z)y = b(x).
Genom att dividera med a;(z) kan vi forenkla detta till

y'(z) + My _ bz}

ai(x) ai(x)

dér ai(z) # 0 (dér ai(z) = 0 férsvinner y'-termen och vi har inte ldngre
nagon differentialekvation av forsta ordningen). Det rédcker déarfor att lara
sig hantera differentialekvationer pa formen

Y+ f(x)y = g(x).
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5 Ordinéra differentialekvationer

Vi kommer att ta fram en 16sningsmetod for sadan ekvationer, dar f och
g ar kontinuerliga funktioner.
Vi borjar med ett exempel som inspirerar den allmanna metoden.

Exempel 5.3.2

For att 1osa 3y + 3z%y = 22, berdknar vi forst en primitiv funktion
till 3z? (dvs till funktionen framfor y). En sadan primitiv funktion
ar 23, Vi multiplicerar sedan bada leden med e

Y+ 322y =12 < Ty +e” 322y = e 2.

Anledningen till att vi gjorde detta ar att vénsterledet nu ar
derivatan av produkten e$3y, eftersom produktregeln ger

d

— ( C”By) = ™'y + ¢ 32%y.
dx

Var ODE éar alltsa ekvivalent med

i(az3>_ex3x2
dx y - b

dvs att hogerledet ar derivatan av exgy, eller med andra ord att e“’csy
ar en primitiv funktion till hogerledet, dvs

3 3
exy:/exedx.

Sa vi kan 16sa ut y enligt

1
y=— /ez3x2 dx.
efﬂ

For att 1osa ODEn behover vi alltsa berdkna denna integral. Med
substitution far vi

3

U=z
/ew3x2 dr = d_u — 32 = /%eu du = %e“—i—C’ = %exs—}-C, C eR.
T
gdu = x2dx

och darmed ar
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5.3 Linjdra ODE av forsta ordningen

den allmanna losningen till ODEn. ,
Kontroll. Deriverar vi y = % + Ce™* far vi y = —322Ce ", och
sitter in detta i ODEn far vi véansterledet

Yy + 322y :W—l— 32” (3 +€€’“’3> = 132% = 27,

vilket ar lika med hogerledet.

Att vi multiplicerade med e dir F(z) = #* r en primitiv funktion
till faktorn framfor y, gjorde alltsa att hela vansterledet blev en derivata
av nagot (namligen av ef (m)y). Tack vare detta kunde vi sedan integrera
(och 16sa ut y) for att 16sa ODEn. Faktorn ef(®)y kallas dérfor for en inte-
grerande faktor eftersom den gjorde att vi kunde integrera ekvationen.
Denna metod kan anvandas i allmanhet, och vi sammanfattar den har.

For att 16sa ODEn v/ + f (z)y = g(z), multiplicera bada led med e/ (*),
dér F'(x) ar en primitiv funktion till f(x). Detta ger den ekvivalenta
ODEn

"y + PO f(z)y = " g(x).

Enligt produktregeln dr vénsterledet derivatan av ey, si ODEn
ar ekvivalent med

d

e (eF@y) = " @g(a).

Att hogerledet ér lika med derivatan av e’ @)y dr detsamma som att
e" @)y &r en primitiv funktion till hogerledet, dvs

1
ef@y = /eF(m)g(x) dr = y= e /eF(x)g(x) dzx.

Alla l6sningar till ODEn ges darmed av

y=e @ /GF(I)g(x) dx.

dar alltsa en allmén konstant C' € R ingar i den obestdmda inte-
gralen.

Vi har darmed bevisat foljande.
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Antag att f och g ar kontinuerliga pa ett intervall. Pa detta intervall
ges alla l6sningar till ODEn

y' + f(x)y = g(x)

av

dar F ar en primitiv funktion till f pa intervallet.

I forra avsnittet 16ste vi ODEn ¢y = ky, dir k &ar en reell konstant,
genom att forst konstatera att den &ar separabel. Den ar faktiskt ocksa
linjér, vilket visar sig leda till en enklare 16sningsgang. Detaljerna foljer i
nasta exempel.

Exempel 5.3.3

Los ODEn ¢/ = ky dar k € R ar en konstant.

Losning. ODEn ér ekvivalent med y' —ky = 0, dvs ¢/ +(—k)y = 0.
(Observera tecknet; pa grund av att metoden bygger pa produk-
tregeln maste vi ha addition och inte subtraktion mellan termerna.)
Den ar linjar och vi 16ser den med hjalp av en integrerande faktor.
En primitiv funktion till —& ar —kx, vilket ger integrerande faktor
e % ODEn ér alltsa ekvivalent med

e *y 4 e (—k)y = =+,
Enligt produktregeln ar detta ekvivalent med

d

e (e_kl’y) =0 <= e Y= /O dz,

och eftersom / 0dr =0+ C dar C € R ar detta ekvivalent med

ety =0 «— y=Ce™.

Svar. Den allminna losningen ges av y = Ce*®, dir C' € R. Detta
ar naturligtvis samma losning som vi fick med variabelseparation.
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Vissa ODE ar alltsa bade separabla och linjara, medan andra bara
ar separabla eller bara linjara. I nagon mening ar de flesta ODE av
forsta ordningen tyvarr varken separabla eller linjara, men manga
ekvationer som forekommer i viktiga tillimpningar ar separabla eller
linjara. Om en ODE inte ar linjar kan man dessutom anvénda lin-
jarisering for att approximera den med en linjar ODE. Detta gar
utanfor denna kurs, men visar pa att det ar anviandbart att kunna
hantera linjara ODE.

Exempel 5.3.5

Antag att x > 0. Los begynnelseviardesproblemet

{ y’—l—%:cosx,

y(2m) = 0.

Losning. Vi bérjar med att 16sa ODEn. Den ar linjar (da £ = 1y),
och vi anvander integrerande faktor. En primitiv funktion till % ar
Inz (eftersom x > 0 behovs inget absolutbelopp), sa en integrerande
faktor #r e™® = x. Multiplicerar vi bada led med z far vi

zy + 22 =xcosz <= zy +y==zxcosz.

d
Vinsterledet dr som vanligt lika med d—(my), sa ODEn &r ekvivalent
i

med

xy:/xcos:vd:r:xsinx—/sinxd:v:xsinﬂm—cosx—{—C’, C eR,

dar vi anvént partiell integration for att berdkna integralen (se Ex-
empel 4.6.3). Vi har alltsa den allménna 16sningen

i C
y(x>::cs1nx+;osx+ 7 CcR.

Nu satter vi in = 27 for att bestamma C' med hjalp av begyn-
nelsevillkoret. Vi har

27 sin 27w + cos 2w + C' B 0+1+C
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sa y(2m) = 0 géller om och endast om C' = —1.

rsinx +cosx — 1
Svar. Losningen ar y(z) = + .

Kontroll. Vi lamnar det som ovning att kontrollera att losningen
uppfyller ODEn och begynnelsevillkoret.

Som vi har sett innehaller den allménna I6sningen till en ODE av
forsta ordningen en allman konstant, integrationskonstanten. Som
vi sett forr hamnar den konstanten inte alltid “langst ut”, dvs det
ar inte sa enkelt som att addera den pa slutet. Detta beror pa att
integrationen — bade i det linjdra och separabla fallet — inte ar
det sista steget, vilket leder till att konstanten ar mer “inklamd” i
losningen.

Lat oss titta pa det forra exemplet, dar den allmanna losningen
till ODEn var

inx + cosa + C
y(:lj) _ TSI ;OS% ’ C cR.

. rsinx + cosx )
Detta ar inte detsamma som ——  + C'; de tva uttrycken

x
sammanfaller bara da C' = 0. I figuren nedan ser vi grafen till

rsinz + cosz + C

y(z) =

T

med tre olika varden pa C: till vanster C' = —2, i mitten C = —1
(vilket behovdes for begynnelsevillkoret ovan), och till héger C' = 0.
Man ser att olika varden pa C ger olika utseende pa grafen, som inte
handlar om att grafen bara forskjuts i hojdled.

AR RN N
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Exempel 5.3.7

Loés ODEn y” = ky’, dar k #£ 0 ar en reell konstant.

Losning. Detta ar visserligen en ODE av ordning 2, men eftersom
det bara ar ¢’ och y” som ingar, och y” ar derivatan av 1’ kan vi se
den som en ODE av ordning 11 3/, dvs

Med andra ord kan man kalla ¢y’ fér z. Da har vi
2z =kz.

Denna ODE har vi lost forut och den allménna losningen ar z =
CeF* dar C € R. Eftersom z = ¢ innebér detta alltsa att ¢’ = Cek®.
For att fran detta fa y behover vi integrera igen, vilket ger

C
Yy = /Oekw @y = Eelm + O, C, e R.

Eftersom C' ar en allmén konstant &r C'/k en allmén konstant, som
vi kan kalla Cf.

Svar. Den allminna losningen ir y = C1ef® + Oy, diar Cp, Cs € R.
Kontroll. Fran y = Cie* + O, far vi ¢/ = kC1e® + 0 = C1ke*?,
och vidare 3y’ = k2C1e**, sa y” = ky’ och ODEn &r uppfylld.

\ J

Notera att vi fick tva allménna konstanter i losningen till andra ord-
ningens ODE. Detta hanger ihop med att ODEn ar ett samband dér
andraderivatan ingar, sa for att fa losningen behover man integrera tva
ganger. | allménhet forvantar man sig att en ODE av ordning n har en
allmén 16sning déar n allménna konstanter ingar. I nasta avsnitt kommer
vi att lara oss losa mer allmanna ODE av ordning 2.

5.4 Linjara ODE av andra ordningen med
konstanta koefficienter

En linjar ODE av ordning 2 ar, per definition, en ODE pa formen

as(2)y" + ay(z)y’ + ao(x)y = g(x),
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dar as,ay,ag och g ar givna funktioner. I detta avsnitt kommer vi att
begransa oss till fallet da koefficienterna framfor 4", v’ och y ar konstanter,
dvs

ay” + by’ + cy = g(x), a,b,c € R.

Om a = 0 har vi ekvationen by’ 4+ cy = g(x), som &r linjér av ldgre ordning
och som vi redan har 16st. For att ODEn ska ha ordning 2 maste a # 0
och vi kan dividera ekvationen med a sa att koefficienten framfor y” ar 1.
Med andra ord &r vi intresserade av att losa ODE pa formen

Yy + oy +qy = f(x),

dar p,q € R och f ar nagon funktion. Var strategi ar att forst hitta en
allmén 16sning till homogena sadana ODE (dvs dér hogerledet ar 0), och
sedan utvidga detta till fallet med ett allméant hogerled f(x).

Homogena linjara ODE av ordning 2 med konstanta
koefficienter

Vi kommer i detta avsnitt att l16sa ODE pa formen

v +py +qu=0, pgeR

En sadan ODE ar y” — 5y + 6y = 0.

Vi borjar med en allmén egenskap hos homogena, linjara ODE.

Om y; och y, &r tva lésningar till den homogena linjara ODEn
an(2)y™ + - + ag(2)y" + a1 ()Y (z) + ao(z)y = 0,

sa ar Ay, + Bys ocksa en losning till denna ODE, for varje val av
konstanterna A, B € R.

Bevis: Vi skriver beviset i specialfallet da ODEn har formen 3" +
py +qy = 0, for overskadlighetens skull. Det allméanna fallet bevisas
pa precis samma satt. Att y; och yy ar losningar till denna ODE
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betyder alltsa att
Y +pyr+qun =0 och i+ pyh + qus = 0.

Vi behover visa att y = Ay, + Bys ocksa uppfyller ekvationen, sa vi
satter in detta 1 vansterledet och raknar

(Ayr + Bya)" + p(Ays + By2)' + q(Ays + Bys) =
Ayl + By + pAyy + pBys + qAy + qBy, =
Ayl +py) +ayn) + B(ys +pys +qye) =

A0+ B0 = 0,

vilket precis innebéar att y = Ay; + Bys uppfyller ekvationen y” +
py +qy=0.

Vi vill nu l6sa ODEn 4" + py' + qy = 0. For att fa inspiration till hur
losningarna kan se ut tittar vi tillbaka pa Exempel 5.3.7, dar vi 1oste den
enklare ODEn

y'=ky <= y'+(-k)y +0y=0.

En av 16sningarna vi fick dir var y = €. Nir vi tittar pa det mer allménna
fallet v + py’ +qy = 0 undrar vi darfor om inte y = €™ kan vara en losning
for nagot lampligt varde pa r € R. Vi undersoker detta: derivering ger
y' = re™ och 3y’ = r?e’, sa

y = €' &ar en losning
y' +py +qy=0
7,2erz +p7“€rm + qerr — 0
2 rr
=0
(r* +pr+q) ZO

reee

r2 +pr+q=0.

Med andra ord ar y = €™ en 16sning till ODEn y” 4+ py + ¢ = 0 om och
endast om 7 ar en rot till andragradsekvationen r2 4 pr 4+ ¢ = 0.

Definition 5.5

Andragradsekvationen r2+pr+q = 0 kallas for den karakteristiska
ekvationen till ODEn 4" + py’ + qy = 0.
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Exempel 5.4.2

ODEn 3" — 5y’ + 6y = 0 har den karakteristiska ekvationen r2 — 5r +
6 = 0, som har rotterna r, = 2 och ro = 3. Enligt resonemanget
ovan ar y; = €2 och y, = €3* 16sningar till ODEn. Vi kontrollerar
att y; ar en 16sning och lamnar kontrollen av ys som ovning: vi har
Yy = 2€* och y] = 4e**, sa

! — By| + 6y, = 4e*® — 5-2e* + 6e** = (4 — 10 + 6)e** = 0,
sa ODEn &r uppfylld. Enligt Sats 5.4 ar da
y = Ae*™ + Be’®, A BeR

losningar till ODEn. Vi kommer strax att visa att detta ar alla
losningar.

Losningarna till ODEn y” + py’ 4+ qy = 0 verkar alltsa vara relaterade
till rotterna till den karakteristiska ekvationen 7% + pr 4+ ¢ = 0. En sadan
andragradsekvation har antingen

e tva olika reella rotter, som t ex 72 — 5r + 6 = 0 som har rétterna

ry = 2 och ry = 3;

e en reell dubbelrot, som t ex 2 + 2r +1 = 0 som har roten r = —1,
eller

e tva icke-reella komplexa rotter a-+bi och a—bi, som t ex r242r+5 = 0
som har rétterna —1 + 2i och —1 — 2i (eftersom p och ¢ &r reella ar
det alltid sa att de tva rotterna ar varandras komplexkonjugat).

Vi behandlar de tre fallen separat.

Fall 1: tva olika reella rotter

Om den karakteristiska ekvationen 72 + pr + ¢ = 0 har tva olika
reella rotter r1 och ry, sa har ODEn y” + py’ + qy = 0 den allménna
losningen

y(x) = Ae™* 4+ Be™", A,BeR,

pa hela R.
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Bevis: Vi har redan sett att €™* och e"* ar losningar for alla z € R,
och darfor vet vi fran Sats 5.4 att y = Ae™* + Be™” ar en 16sning
for varje virde pa A och B. Det som aterstar att visa ar att det inte
finns nagra andra losningar, dvs om y ar en losning till ODEn, sa
maste den vara pa formen ovan.

Antag darfor att y uppfyller y” + py’ + gy = 0. Var strategi &ar att
reducera problemet till ODEn som vi loste i Exempel 5.3.7. For att
gora detta definierar vi en ny funktion v = e "y, dar alltsa r; ar en
av rotterna till den karakteristiska ekvationen. Genom att derivera
u med hjalp av produktregeln, och anvanda sig av att y uppfyller
y" + py' + qu = 0, kan man visa att

u”" = (ry —r)u’.

(Beviset anvander sig av sambandet mellan rotter och koefficienter
till en andragradsekvation, och vi hoppar 6ver detaljerna.) Detta &r
precis ODEn fran Exempel 5.3.7 med k = ro — r; och u istéllet for
y, och den allmanna l6sningen ar darfor

u = Cle(m—ﬁ)x + 02, Cl, Cg € R.

Men v = e "%y, dvs y = e"*u, sa uttryckt i y ar den allménna

l6sningen alltsa
y= e (Crel e L ), 0, Cy eR.
Forenklar vi detta och byter namn pa konstanterna far vi precis
y=Ae""* + Be™*, A BeR.

Varje losning ar alltsa pa denna form, vilket skulle visas.

Vi kan nu l6sa ODEn fran det forra exemplet fullstandigt: alla l6sningar
ges av y = Ae?® + Be3® diar A, B € R.

Betrakta ODEn y” — 3y’ — 4y = 0.

a) Bestdm den allménna l6sningen.

b) Bestdm den 16sning som uppfyller y(0) = 3 och y'(0) = 2.

303



5 Ordinéara differentialekvationer

Losning. a) Den karakteristiska ekvationen ar r? —3r —4 = 0, som
har rétterna ;1 = 4 och r9 = —1. Den allménna l6sningen till ODEn

ar darfor
y(x) = Ae** + Be™®, A B eR.

b) Vi anvénder begynnelsevillkoren y(0) = 3 och ¢/(0) = 2 for att
bestamma konstanterna A och B. Vi har
y(0) = Ae® + Be’ = A+ B
och
' (z) = 44e*™ — Be™® = ¢/(0) = 4A — B.
Villkoren ar alltsa ekvivalenta med ekvationssystemet

A+B = 3
4A—B = 2

som har 16sningarna A =1 och B = 2.

Svar.
a) y(x) = Ae** + Be™®, A, BeR.

b) y(z) = e** + 2e77.

Notera att vi behovde tva begynnelsevillkor, eftersom den allménna
l6sningen innehaller tva konstanter som ska bestdmmas. Att det ar
tva konstanter beror i sin tur pa att ODEn ar av ordning 2, vilket
innebéar att det ar tva integrationer inblandade. (Vi sag detta tydli-
gast i Exempel 5.3.7, men det géller i allmédnhet.) Vi aterkommer
senare till en fysikalisk tolkning av detta fenomen.

Fall 2: en dubbelrot
Betrakta ODEn y” — 41y’ + 4y = 0. Den karakteristiska ekvationen ar

r?—dr+4=0 < (r—2>2*=0.

Den har en enda rot r = 2, som alltsa ar en dubbelrot. Darmed vet vi att
y = e?* ar en losning till ODEn. Déarfor dr Ae?® en 16sning for varje A € R,
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enligt Sats 5.4. Men vi forvantar oss tva konstanter och behover darfor
ytterligare en “linjart oberoende” 10sning, alltsa inte en konstant multipel
av den vi redan har, trots att den karakteristiska ekvationen bara har en
rot.

Ett knep att prova i sadana sammanhang ar att multiplicera 16sningen
e?® med x, sa att vi far en ny funktion y = xe?*. Vi kontrollerar ifall detta
ar en 16sning genom att derivera och satta in i ODEn. Produktregeln ger,

efter forenkling, att

Yy = €2 +2xe* och y" = 4e** + 4xe®®.

Sa vi har
y' -4y +4y =
4e%® + 4xe®® — 4(e*® + 2ze*®) + dxe* =
4% 4 8xe?® — 4e** — 8xe®® = 0.

2x 2z

Alltsa ar y = ze”” en losning. Sedan tidigare vet vi att y = e** &ar en

16sning, och darfér far man l6sningarna
y = Ae** 4+ Bre™, A, B eR.

Man kan visa att detta galler i allmanhet nar karakteristiska ekvationen
har en dubbelrot, och pa samma satt som i Fall 1 kan man visa att det
inte finns fler 16sningar. (Det &r inte ovantat, eftersom vi redan har tva
konstanter.)

Om den karakteristiska ekvationen r? 4+ pr 4+ ¢ = 0 har en dubbelrot
r, sa har ODEn v” + py’ + qy = 0 den allminna 16sningen

y(x) = Ae™ + Bze'™, A, B e R,

pa hela R.

Exempel 5.4.5

Loés ODEn y" 4+ 2y +y = 0.
Losning. Den karakteristiska ekvationen 72+2r+1 = 0 har dubbel-
roten r = —1. ODEn har darfor, enligt satsen ovan, den allménna
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losningen
y(r) = Ae™* 4+ Bzxe ™, A, BeR.

Fall 3: tva icke-reella rotter

Det aterstar att 16sa ODEn y” + py’ + qy = 0 1 det fall den karakteristiska
ekvationen har tva icke-reella rotter vy och ro. Eftersom koefficienterna ar
reella ar rotterna konjugerade med varandra, dvs ry = a-+bi och ro = a—bi.

For att hitta den allménna l6sningen gor vi ett resonemang som utgar
fran att Fall 1 generaliserar till komplexa tal, och att potenslagarna aven
galler komplexa tal. Den allmanna losningen till ODEn ar, enligt Sats 5.6
generaliserad till komplexa tal

y = Ce"* + De™"
Ce(aeri)x + De(afbi)z
Ceatibr  Desr=ibz = (potenslagar)
Ceameibz + Deaxe—ibm —
e (Ce™ + De= ) C,DeC.
Vi ar dock bara intresserade av reella funktioner. Faktum ar att den kom-
plexa exponentialfunktionen uppfyller

e" = cosv +isinv

om v ar reellt, sa '
e = cos(bx) + isin(bx)
och ‘
e = cos(—bx) + isin(—bx) = cos(bx) — isin(bx)
sa ovanstaende ar lika med
e (C(cos(bx) + isin(bx)) + D(cos(bx) —isin(bx))) =

e ((C'+ D) cos(bx) + (C' — D)isin(bx)) C,D eC.
Eftersom vi bara ar intresserade av reella funktioner, tar vi bara med de
virden pa C och D sadana att C'+ D och (C' — D)i r reella. Det visar sig
att man far tva allmanna reella konstanter A och B pa detta siatt. Darmed
far vi

y = e*(Acos(bx) + Bsin(bz)), A,B€eR.
Notera dock att komplex analys ar en helt egen vetenskap utanfor ramen
for denna kurs, diar man i allménhet inte bara kan utga fran resonemang i
reell analys utan vidare. Argumentet ovan kan daremot motiveras precist,
sa att man kan visa foljande.
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Om den karakteristiska ekvationen 7% +pr +¢q = 0 har tva icke-reella
rotter a + bi och a — bi, dar a,b € R, sa har ODEn y" + py’ +qy = 0
den allmanna losningen

y(x) = e**(Acos(bx) + Bsin(bz)), A, B e R,

pa hela R.

Exempel 5.4.6

Los ODEn y” + 2y’ 4 5y = 0.

Losning. Den karakteristiska ekvationen ar r2 4+ 2r +5 = 0 som
har rotterna —1+2¢ och —1—2¢. Enligt satsen ovan &ar den allmanna
l6sningen

y =e “(Acos2z + Bsin2z) A, BeR.

Exempel 5.4.7

Loés ODEn y” + 4y = 0.

Losning. Den karakteristiska ekvationen r? + 4 = 0 har rotterna
2i och —2i (realdelen &r 0). Enligt satsen ovan dr den allménna
l6sningen

y = e*(Acos2r + Bsin2z) = Acos2x + Bsin2z. A, B eR.

Fysikalisk tolkning av Fall 3

Vi ndmnde tidigare att ekvationen 3" + ﬁy = 0 modellerar vinkeln y hos en
pendel som svinger med en liten vinkel. Man kan alltsa, utifran New-
tons andra lag (och en linjarapproximation) hérleda att om en pendel
svianger med vinkeln y(t), dér ¢ &r tiden, och y(t) &r liten, sa ges vinkeln
av y" + ﬁy = 0. I allménhet beskriver y” + ky = 0, dar & > 0, en fri
svangningsrorelse (sasom en pendel eller en fjader). Denna ekvation kan vi
16sa: den karakteristiska ekvationen &r r2+ k = 0, som har rétterna vk
(eftersom k& > 0 saknas reella rotter). Den allménna lésningen till ODEn
ar da, precis som i det foregaende exemplet,

y(t) = Acos Vk t + Bsin Vk t.
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For att bestdmma konstanterna A och B behéver man veta vad t ex y(0)
och ¢/(0) ar. I fallet med en pendel eller en fjader &r det alltsa pen-
delns/fjaderns utslag och hastighet vid tiden ¢t = 0. (Man brukar anvdnda
variabeln ¢ istéllet for x nér den betecknar tiden.)

Exempel 5.4.8

Vi sag tidigare att ODEn y” + 4y = 0 har den allménna l6sningen
y(t) = Acos2t + Bsin 2t, A B eR.

For att 16sa begynnelsevardesproblemet

y' +4y =0,
y(0) =0,
y'(0) =2,

satter viint = 01 y(t) = Acos2t+ Bsin2t ochiy/(t) = —2Asin 2+
2B cos2t. Vi har y(0) = A och y/(0) = 2B, sa begynnelsevillkoret ar
ekvivalent med att A =0 och B =1, dvs

y(t) = sin 2t

Vad ar den fysikaliska tolkningen nér koefficienten framfor ¢ inte ar 07
Vi sag tidigare att ODEn y” + 2y + 5y = 0 har den allménna 16sningen

y(t) = e "(Acos 2t + Bsin2t), A,BeR.

Vi lamnar det som Gvning att visa att begynnelsevillkoren y(0) = 0 och
y'(0) =2 ger A =0 och B =1 dven denna gang, sa man far 16sningen

y(t) = e "sin2t.
Om vi jamfor de tva losningarna ser vi
att y(t) = sin 2t svinger med en konstant *
amplitud 1, medan y(t) = e 'sin2¢ har /\ /\
amplitud e, som avtar pa grund av den °}
negativa exponenten. Med andra ord ar \\ / \ / \ !

t
den forsta svingningen odampad, och den 7 y \ ‘ /

andra dampad. (Vi begransar oss till ¢t >
0 eftersom vi tanker oss att svingningen -ols \ \/ \/

borjar vid tiden ¢ = 0; detta ar ett exem-
pel pa hur tillampningarna bestammer det
intervall dar man 16ser en ODE.)
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Inhomogena linjara ODE av ordning 2 med konstanta
koefficienter

Vi betraktar nu ODE pa formen
y' +py +aqy = f(z)

dar f(z) ar nagon funktion. Det homogena fallet, dvs da f(x) &r konstant
lika med 0, har vi redan avklarat. Detta kommer att vara till nytta i det
allménna fallet.

Exempel 5.4.9

Betrakta ODEn 3" — 5y + 6y = 622 — 10z + 2. Visa att y = 22 ar
en losning.
Losning. Om y = 22 far vi ¢ = 22 och ¢y = 2, sa

y' — 5y +6y=2—5-22x+62° =622 — 10z + 2,

dvs vansterled ar lika med hogerled och ekvationen ar uppfylld.

Antag forst att vi lyckats hitta en specifik 16sning till ODEn, dvs en
funktion y, = y,(x) som uppfyller v/ + py, + qy, = f(x). I exemplet ovan
kan vi t ex ta y,(z) = 2%, (Ett annat ord for specifik ar partikular, och y,
kallas for en partikularlésning, vilket forklarar beteckningen y,.) Kan vi
anvanda detta for att hitta alla andra losningar?

Om y &r vilken 16sning som helst, dvs uppfyller v + py' + qy = f(z), sa
betraktar vi differensen y — y,. Om vi satter in den i vansterledet far vi

=)+ —w) +ay—w) =v"+py +aqy— (v, +py, +ay,) =0,
—r —_——
=f(z) =f(z)

dvs differensen y —y, dr en losning den homogena ODEn y” + py’ +qy = 0.
Den maste darfor vara nagon av de losningar vi hittat i det forra avsnittet.

Detta betyder att varje 16sning y till ODEn y” +py’ +qy = f(x) ar sadan
att y — v, som vi kallar for y;, ar en 1osning till motsvarande homogena
ODE 4" 4+ py' + qy = 0. Eftersom vi kan hitta alla sadana y; betyder det
att vi kan hitta alla losningar till den inhomogena ODEn: vi har namligen

Y—Yp =Yn < y:yh‘i‘yp‘

Det vi har visat ar alltsa foljande.
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Den allménna 16sningen till ODEn y” + py/ + qy = f(x) ges av

y:yh+yp7

dar y;, ar den allménna l6sningen till den homogena ODEn y” + py’ +
qy = 0, och y, &r nagon 16sning till ODEn y" + py’ + qy = f(x).

Exempel 5.4.10

Los ODEn y” — 5y + 6y = 622 — 102 + 2, dvs bestdm den allminna

losningen.

Losning. Enligt satsen ovan ér den allmanna losningen y = y5, +,,

dar vy, ar den allmanna losningen till den homogena ODEn 4" — 5y’ +

6y = 0, och y, ar en partikularlosning till var inhomogena ODE.
Den homogena ODEn har vi 16st tidigare: den karakteristiska ek-

vationen r? — 5r + 6 = 0 har rétterna v, = 2 och ry = 3, sa

yp, = Ae*® + Be3®, A B eR.

En 16sning till den inhomogena ODEn sag vi i Exempel 5.4.9. Enligt
det exemplet kan vi alltsa valja

Yp = z2.

Sammantaget ar alltsa den allménna l6sningen

y = Ae* + Be® + 22, A, B eR.

Exemplet visar den allmanna principen. Nu fick vi partikularlosningen
y = 2 given i Exempel 5.4.9. Fragan ar hur man hittar en partikulirlosning
fran borjan. Svaret ar att gora en flexibel gissning (ansats) dér nagra
okdnda parametrar ingar, och sedan anpassa parametrarna sa att ODEn
uppfylls. Lat oss titta pa detta i nagra exempel.

L6s ODEn y” — 5y + 6y = 20sin z.
Losning. Den allmanna losningen ar y = yp + yp, dar y;, ar den
allménna losningen till den homogena ODEn 3" — 5y 4+ 6y = 0, och
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yp ar en partikularlosning. Fran det forra exemplet har vi sett att
yp = Ae*® + Be®, A, B €eR.

Darefter ska vi bestamma y,, alltsa hitta ndgon funktion som upp-
fyller y; — 5y, + 6y, = 20sinz. For att gora en rimlig gissning fragar
vi oss vad y, kan vara for slags funktion for att en kombination av
Yp> Yp och y ska bli 20sinz. Eftersom sinz forekommer nér man
deriverar cosz och sinz, ar en rimlig gissning y, = C'cosx + Dsinx
for val valda varden pa C' och D. For att kontrollera detta och
bestamma C och D, deriverar vi och satter in i ODEn. Vi har alltsa

y, = —Csinx + Dcosx och y, =—Ccosz— Dsinx

sa vansterledet ar

Yy, — 5y, + 6y, =
—Ccosx — Dsinz — 5(—C'sinx + Dcosx) + 6(C cosx + Dsinx) =
(6C' = 5D)cosx + (5C + 5D) sin x.

Detta ska nu vara lika med med hogerledet 20sin z, vilket innebar

att
5C —5D = 0
5C+5D = 20

som vi kan l6sa till C = 2 och D = 2. Vi far alltsa en par-
tikularlosning vy, = 2cosz + 2sin x.
Svar. Den allmanna losningen ar

y = Ae* + Be* + 2cosx + 2sin, A, B eR.

Vi lamnar kontrollen som 6vning.

Notera alltsa att konstanterna A och B iy, ar allménna konstanter,
och y; ar en 16sning till den homogena ODEn for varje val av kon-
stanter. Konstanterna C' och D i y, behover daremot bestammas sa
att y, faktiskt &r en losning till den inhomogena ekvationen. Andra
val av C' och D ger i allmanhet inte l16sningar till ODEn. Detta beror
precis pa att Sats 5.4 bara géiller homogena ODE, och det ar darfor
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som vi gar vagen via homogena ODE nér vi 16ser allméanna ODE.

Vi gissade alltsa en partikulérlosning av samma allmdnna typ som hoger-
ledet, med viss flexibilitet i och med att vi inkluderade konstanter /parametrar
som vi sedan bestdmde genom insdttning. Detta paminner kanske om
filosofin bakom partialbraksuppdelning i Avsnitt 4.7. Vi tar nagra fler
exempel.

Exempel 5.4.13

. Py dy o
Los ODEn w—2%+2y—2e )
Losning. Den allmanna losningen ar y = yp + yp, dar y, ar den
allmanna losningen till motsvarande homogena ODE, och y, ar en
partikularlosning.

For att bestidmma g, loser vi den karakteristiska ekvationen 72 —

2r 42 =0, som har l6sningarna r = 1 +¢. Darmed har vi
yn = e'(Acost + Bsint), A,BeR

For att bestdmma y, gor vi ansatsen y, = Ce3. For att bestamma
C' deriverar vi och satter in. Vansterledet blir
dy dy
—2 — 2= + 2y =9Ce* — 2 3Ce™ + 2Ce™ = 5Ce™.
e Ta Y *
Detta ar lika med hogerledet om och endast om C' = % Darmed ar
yp = 23,
Svar. Den allmanna l6sningen ar

y = e'(Acost + Bsint) + 2¢*, A,BeR

Exempel 5.4.14

Los begynnelsevardesproblemet

y' — 4y +4y = 8xr+4
y(0) = 1
y(0) = 2
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Losning. Vi hittar forst den allmanna losningen y = y;, + y, som
vanligt, och forst darefter satter vi in begynnelsevillkoren.

Nu ar y;, den allménna l6sningen till v — 4y’ + 4y = 0. Den
karakteristiska ekvationen r? — 4r +4 = 0 har dubbelroten r = 2, s&

yn = Ae*® + Bze®®, A, B eR.

For att hitta en partikularlosning y, noterar vi att hogerledet 8z+4
ar ett polynom av grad 1. Vi gissar darfor att y,, ar ett polynom; om
polynomet har hogre grad &n 1 kommer 4y-termen att bidra med
hogre potenser av z. Darfor gor vi ansatsen y, = Cz + D, dvs
ett allmént polynom av grad 1. Detta ger ' = C och " = 0, sa
vansterledet blir

—4C +4(Cx+ D) =4Cx + 4D — 4C.

Detta ar lika med hogerledet for alla 2 om och endast om

4C = 8
AD —4C = 4

Detta ar ekvivalent med C' = 2 och D = 3, vilket ger y, = 2z + 3.
Den allmanna losningen ar

y = Ae®® + Bze®™ + 2z + 3, A, B €eR.
Slutligen anvander vi begynnelsevillkoren. Vi har
y(0) = A"+ B-0e°+2-04+3=A+3

och
o (z) = 2Ae* + B(e** + 2xe*®) + 2,
sa y'(0) = 24 + B + 2. Begynnelsevillkoren ar alltsa

A+3 =1
2A+B+2 =

vilket ar ekvivalent med A = —2 och B = 4. Vi har nu l6st prob-
lemet.
Svar. Begynnelsevardesproblemet har losningen

y = —2e* + 4xe®® + 2z + 3.
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Observera att begynnelsevillkoren géaller for hela losningen vy = y, +
Yp- Man maste alltsa bestamma bade yj, och y, innan man anvénder
villkoren. Att bara sédtta in y, i villkoren ger fel resultat, eftersom
y, ocksa bidrar till y(0).

Den allménna idén ar alltsa att gissa en partikularlosning som ser ut som
hogerledet men med visst spelrum for justering. Det finns en intressant
komplikation som kan uppsta och som har en viktig fysikalisk tolkning.
Nésta exempel far illustrera den.

Exempel 5.4.16

Los foljande ODE
a) y' +y =cos3t b) ' +y = cost

Losning. Eftersom véansterleden ar lika, kommer den “homogena
delen” av 16sningen att vara lika i del a) och b): den homogena
ODEn 3" +y = 0 har den karakteristiska ekvationen r%+1 = 0, med
rotterna r = 4i. Den allmanna losningen till den homogena ODEn
ar darfor

yn = Acost + Bsint, A, B eR.

a) Den allménna losningen ar y = y, + y,, dér y, ar funktionen
ovan. For att hitta y, gor vi ansatsen y, = C cos3t + Dsin 3t, pa
grund av att hogerledet &r cos3t. Deriverar vi tva ganger far vi
y, = —9C cos 3t — 9D sin 3t. Insatt i ODEn ger detta

y;' +y, = —8C cos 3t — 8D sin 3t.

Detta ér lika med hogerledet om och endast om C' = —% och D = 0.
Den allménna l16sningen ar darfor

y:Acost—i-Bsint—%cos?»t, A, B eR.

b) For att hitta den allménna losningen y = y;, + y, gor vi nu
ansatsen y, = C'cost+Dsint. Derivering ger y;,’ = —(C'cost—Dsint.
Men sétter vi in detta i ODEn far vi

Yy, +yp =—Ccost — Dsint + Ccost + Dsint = 0.
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Oavsett val av C' och D kommer alltsa vansterledet att vara 0, och
darfor inte lika med hogerledet. Tittar vi pa var gissning av y,
ar detta inte konstigt: den ser precis ut som w3, som ju loser den
homogena ekvationen y” 4+ y = 0, dér hogerledet ar noll.

Vi behover en ny ansats for y,,. Inspirerade av tidigare erfarenhet
fran t ex Sats 5.7 multiplicerar vi var forsta ansats med ¢ och gor
den nya gissningen

yp = Ctcost + Dtsint.

Deriverar vi tva ganger med hjalp av produktregeln och forenklar far
vi
y, = C(=2sint —tcost) + D(2cost — tsint)

vilket ger
Yy, +yp = —2Csint 4 2D cost.

(Notera hur termerna tcost och tsint tog ut varandra.) Nu kan vi
valja C' och D sa att detta ar lika med hogerledet cost, namligen
genom C' = 0 och D = L. Vi far y, = %t sint och den allménna

2
l6sningen blir

y:Acost—i-Bsint—l—%tsint, A, B eR.

Svar.
a) y=Acost+ Bsint — £ cos3t, dar A, B € R.

b) y = Acost + Bsint + itsint, dir A, B € R.

\ J

Problemet i b) uppstod alltsa darfor att den partikulérlésning vi gissade
redan ingick i y,, dvs var en losning till motsvarande homogena ODE.
Metoden att 16sa detta kan anvandas i allmanhet. Vi sammanfattar den
som foljer.

For att bestamma en partikuldrlosning y, till ODEn y” + py' 4+ qy =
f(z), gor vi en ansats av samma typ som f(z), med allménna
parametrar som bestams genom att satta in losningen i ODEn. Om
ansatsen redan ar en l6sning till den homogena ODEn " +py' +qy =
0, multiplicerar vi med x for att fa en ny ansats.
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Denna multiplikation kan behova upprepas ifall den karakteristiska ek-
vationen har en dubbelrot, som néasta exempel visar.

—

(

Exempel 5.4.1

Los ODEn ¢ 4+ 2y’ +y = 7e™".
Losning. Fran exempel 5.4.5 vet vi att den homogena ekvationen
y" + 2y +y = 0 har den allménna 16sningen

yn = Ae” ¥ + Bre ®, A B eR.

Den naturliga gissningen av partikularlosning ar y, = Ce™, men
detta ar ett specialfall av y, (med B = 0), sa inséttning och de-
rivering skulle ge 0. (Testa gérnal!) Vi multiplicerar med z och far
en ny gissning y, = Cre™™, men detta ar ocksa ett specialfall av yj,
(nu med A = 0), sa samma problem kommer att uppsta. Vi multi-
plicerar da an en gang med x och far en ny gissning y, = Ca?e™".
Vi lamnar det som ovning att bestamma C' genom insattning och
derivering och fullborda 16sningen.

Fysikalisk tolkning

Denna multiplikation med z (eller ¢, om variabeln heter sa) har en fysikalisk
tolkning. Lat oss betrakta losningarna fran Exempel 5.4.16 grafiskt. For
enkelhets skull valjer vi de losningar som uppfyller begynnelsevillkoren
y(0) = 0 och y(1) = 1. Dessa ser vi i figuren nedan till hoger.
Losningen i a) (grona kurvan) har konstant
amplitud, medan 16sningen i b) (lila kur- H H '
van) har en amplitud som vixer med tiden. | | | /\
Den matematiska forklaringen ar att fak-
torn t i %tsint gor att denna term har den
vaxande amplituden %t.

Fysikaliskt har vi namnt att ODEn : 15
y" + y = 0 beskriver en (oddmpad) Y7 | K | ‘
svangningsrorelse, t ex en pendel. Denna | = ~ \ L]
svangning beskrivs av y, = Acost +
Bsint. Hogerledet representerar en palagd
sviangning (t ex en periodisk gungning av
pendeln). Om den palagda svdngningen inte har samma frekvens som
pendelns egen svingning, hander inte sa mycket. Detta ar vad som
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5.5 Serielosningar till differentialekvationer

hénder i fall a): den palagda svéngningen cos 3t har en annan frekvens

dn Acost+ Bsint. (Frekvensen hos sin kt och cos kt ar %) Det resulterar
i en partikularlosning y, = —% cos t som har konstant amplitud da. I fall b),

daremot, har hogerledet cost samma frekvens som pendelns egen frekvens.
Det resulterar i en partikularlosning som svanger allt starkare: det up-
pstar resonans. Detta studerar man noga i vagrorelselara och tillhérande
fysikkurser.

Detta utnyttjas nar man konstruerar musikinstrument: ljudet i en gi-
tarr forstarks av att strdngarnas och resonansladans frekvenser matchar
varandra; ladan har en komplicerad geometrisk form for att kunna reson-
era med flera strangars svangningar. I byggkonstruktioner kan resonans
ha forodande effekter: en daligt konstruerad bro kan svanga farligt starkt
om den utsétts for vindar som blaser sa att resonans uppstar.

5.5 Serielosningar till differentialekvationer

De metoder vi hittills anvant for att losa ordinara differentialekvationer
fungerar bara i mycket speciella fall: separabla och linjara ODE av ordning
1, och linjara ODE av ordning 2 med konstanta koefficienter. Manga vik-
tiga fenomen kan visserligen modelleras, atminstone approximativt, med
sadana ODE, men inte alla.

For att kunna sdga nagot om mer allmiénna ODE anvander man sig
av ett satt att representera funktioner som vi redan stott pa, namligen
genom serier. Vi studerade detta i Avsnitt 3.6. Kom ihag att man sager

[e.@]
att en funktion f(z) representeras av serien Y a,(x — ¢)" pa ett visst

n=0
intervall, om

fz) = Zan(m—c)” =ag+a)(x —c) +ag(x — ) +ag(x —c)® + - -

galler pa det intervallet, dvs serien konvergerar mot funktionsvérdet i varje
x pa intervallet. Talet ¢ € R ar seriens konvergenscentrum. Med t ex
f(z) = €” och ¢ = 0 har vi sett att

:):_OO 1 n __ 12 13
e_me —1+:C+§ZL' —1—656 + e
n=0

Om man nu ska l6sa en ODE, ar en metod att anta att 16sningen y rep-
resenteras av en potensserie, och sedan derivera och satta in serien i ODEn
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5 Ordinéra differentialekvationer

for att bestamma konstanterna ag, aq,as,.... Kom ihag att potensserier
kan deriveras enligt Sats 3.24.

For enkelhets skull anvander vi 0 som konvergenscentrum, dvs vi gor
ansatsen

o0
y = E anx™ = ag + a1 + asx® + asx® + - - - .
n=0

Vi antar alltsa att serien konvergerar mot y pa nagot intervall (a, b). Enligt
Sats 3.24 ar denna serie deriverbar pa intervallet, och

y = Z nanz" ' = a; + 2asx + 3azr? + dagxd - - - .
n=1

Pa samma sétt kan man derivera igen, om andraderivatan ingar i ODEn,
och

y" = Zn(n —Danz™ % = 2ay + 3 - 2a3x + 4 - 3a42® + 5 - dasz® + - -+ .
n=2

Vi testar denna metod pa en enkel ODE som vi l6st flera ganger forr,
for att forsta konceptet battre.

Exempel 5.5.1

Los ODEn 3/ = y. (Denna ODE &r bade linjér och separabel, men
vi anvinder oss inte av denna kunskap hér.)
Losning. Vi gor ansatsen

o
2 3
Yy = E X" = ag + a1 + asx® 4+ azr’ + - - -,

n=0
vilket ger

o0
y = Z na,z" ! = a; + 209z + 3asz? + - - -
n=1

Ekvationen 3’ = y innebar alltsa att

a1+2a2$+ —|—4a4x3—|—...:a0+alx+ +CL33§’3—|—"'.
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5.5 Serielosningar till differentialekvationer

Detta ar uppfyllt om och endast om koefficienterna framfor
motsvarande potenser av x ar lika, dvs

;

ap = Qo
2@2 = aq
{ 4as = a3
och i1 allméanhet
na, = Qp—1

\

Vi kan nu anvanda dessa samband for att rekursivt bestamma koef-
ficienterna: den forsta likheten bestammer a; i term av ay, namligen
a1 = ag. Nu nar vi vet detta kan vi skriva om den andra likheten
som
1 1
a2 = 501 = 500,

och utifran detta kan vi skriva den tredje likheten som

och vidare den fjarde likheten som

_ 1 _ 1
aq4 = ZCLS - 4.3.20'07

och sa vidare. I allménhet far vi, for varje n > 0, att

_ 1 _ 1 _ 1
an = 50n-1 = n~(n—1)~~-4~3-2a0 = n1do-

(Se nésta anmérkning for ett rigorost bevis.) Detta géller for alla

reella varden pa aq: vi har inga villkor pa ag, som far vara en allméan
reell konstant. Vi har alltsa

y = ag+a1T + agx® + aszd + agxt + - --

1 1 1
= ap+ aox + 300> + 35002° + Hza0x" - -

o0

_ 1 n
= > Saox
n=0
o 1
N n
= Qo Z L
n=0

dér ap € R. Notera att ay = y(0), eftersom z = 0 gor att a,z™ = 0
for alla n > 0.
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5 Ordinéara differentialekvationer

Om vi, var vana trogna, kallar den allmédnna konstanten aq for C,
har vi alltsa den allménna l6sningen

=l
y:C’me”, C eR.
n=0

Vi har sett forut att denna serie konvergerar for alla x € R, sa var

16sning ar definierad pa hela R. Néar man 16ser en ODE med hjilp

av potensserier ar det oftast sa att svaret inte gar att uttrycka pa
o0

nagot annat sitt dn som en serie. Just potensserien Y %x” kanner

n=0
vi dock igen som maclaurinserien for f(x) = e®, sa losningen vi har

fatt ar helt enkelt y = C'e”, som vantat fran Exempel 5.2.6 och 5.3.3.

I exemplet ovan bevisade vi inte att a, = %ao, utan utgick fran
att det verkade tydligt fran monstret vi observerade. Monstret var
rekursionsformeln na,, = a,_;. For att vara sékra pa var sak visar
vi detta med induktion.

Vi ska alltsa visa a,, = %ao for alla n > 0, utifran rekursions-
formeln na,, = a,_1.

Basfallet da n = 0 ar pastaendet att ag = &ao, vilket ar sant
eftersom 0! = 1. Vi gor induktionsantagandet (IA) att a, = ﬁao
galler for nagot p > 0, och ska visa att detta medfor att a,;; =

ﬁao. Enligt rekursionsformeln ar (p + 1)a,+1 = a,, sa

1 1 1 1 1
= ——Q = ————(]), = a,
p—l—lpIAp—i-lp!O )!0

a a
i p+1)p " (p+1

och induktionssteget ar klart.

Lat ga tillbaka till exemplet ovan, denna gang mer koncist, genom
att anvinda summanotationen fullt ut. ODEn ' = y ar ekvivalent
o0

med ¢y’ —y = 0. Vi ansétter serielosningen y = E:Oanx", vilket ger
n=
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5.5 Serielosningar till differentialekvationer

v = > na,z"'. ODEn ér alltsa ekvivalent med
n=1

(o] o0
E na,z" ! — E a,z" = 0.
n=1 n=0

For att underlatta berakningarna vill vi numrera om termerna i den
forsta summan, sa att den allminna termen har z" och inte 2" !
som potens av z. Vi kallar n — 1 for m, sa

o0

inanx"_l = Z(m + Dayx™
n=1

m=0

(Summan boérjar vid m = 0 eftersom detta svarar mot n = 1 pa
grund av att m = n — 1.) Eftersom bokstaven m bara “lever inuti
summan”, och tjanar den enda rollen att numrera termerna, kan vi
lika gérna anvanda n. Vi har alltsa

Znan:c"’l = Z(n + 1)a, 12"
n=1 n=0
Med denna omskrivning ar véinsterledet i ODEn lika med
Z(n + Da, 412" Z " Z n+ 1Da,+1 — an)z".
n=0 n=0

Att detta ar lika med noll innebér att alla koefficienter ar noll, dvs
(n+ Dayyy — a, = 0 for alla n > 0. Detta &r ekvivalent med
rekursionsformeln vi hade ovan, och samma induktionsbevis ger

__ 1
an = 700,

och vi har ddarmed bestamt alla koefficienter i term av aq. Sétter vi

o
ap = C far vi losningen C' y_ 2" som ovan.
n=0

. 7

Naturligtvis ar detta inte det enklaste séttet att losa just denna ODE,
vilket visar virdet av vara tidigare losningsmetoder for separabla och
linjaira ODE av ordning 1. Po#ngen ar att vi pa detta sitt kan angripa
manga fler ODE som forekommer i olika tillimpningar. Detta géller till
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5 Ordinéra differentialekvationer

exempel Bessels ekvationer z2y” + zy' + (22 — o)y = 0, dir « 4r en

reell konstant. Dessa ekvationer modellerar bland annat vagrorelser och
varmeledning i omraden med cirkuldr symmetri. De &r linjara ODE av
ordning 2, men koefficienterna 22, x och x? — o? ar inte konstanta, sa vara
tidigare metoder kan inte anvandas.

Vi l6ser en liknande ODE i nasta exempel.

Exempel 5.5.4

Los ODEn ¢ — 22y’ +y = 0.

Losning. Vi ansétter y = > a,2", vilket ger
n=0

Yy = > na,x™! och 3y’ = n(n-—1)a,x" 2,
n=1

n=2
sa vansterledet i ODEn ar
y' —2my' +y=
S n(n—1)a,z"? =22 Y. na,z" '+ Y aat =
n=2

n=1 n=0
o

o0 (o)
Sonn—1Daz™ 2 = Y 2naa™ + Y apz™,
n=2 n=1 n=0

déar vi multiplicerat in 2z i den mellersta serien. For att forenkla
berakningarna och ha x™ som allman term i alla serier, numrerar vi
om termerna i den forsta serien pa liknande satt som i anméarkningen
ovan. Vi ersitter n—2 med n (dvs sétter m = n—2 och déper sedan
om m till n). Vi far

8

o0 (o0}
nn—1Da,z" 2 = . 2na,a™ + Y. a,z" =
n=1 n=0

n=2
(m+2)(m+ D)ami2z™ — > 2naz™ + Y apa™ =
n=1 n=0

i

S (n+42)(n+ 1ap2z™ — > 2na,z™ + Y a,z™.
n=0 n=1 n=0

Nu analyserar vi termerna for varje n > 0. Nar n = 0 ar det bara
den forsta och den sista serien som bidrar, eftersom den mellersta
serien borjar da n = 1. Koefficienten framfor z° ar alltsa

(O -+ 2)(0 —+ 1)a0+2 +ag = 2@2 + ag.
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5.5 Serielosningar till differentialekvationer

For n > 0 bidrar alla tre serier, och koefficienten framfor ™ ar
(n+2)(n+ Danse — 2na, + a, = (n+2)(n+ 1)ano + (1 — 2n)a,.

Vi sammanfattar: ODEn ar uppfylld om och endast om vansterledet
ar 0, vilket sker om och endast om koefficienten framfor x™ ar noll
for alla n, vilket alltsa ar ekvivalent med

2a5 +ag =0 och (n+2)(n+1)ay2+ (1 —2n)a, =0 (n>0).

Detta ger oss rekursionsformler for a, o i termer av a,. Skriver vi
om dessa ekvationer far vi ndmligen

n-l (n>0).

_ _1 — _2n—-1
Gy = —5a0 och anip = nt2)(nt1) &n

Vi raknar ut de forsta termerna. Notera att eftersom rekursions-
formeln gar tva steg, dvs ger a, s i termer av a,, ar de forsta tva
koefficienterna ag och aq fria. Vi kan séitta ag = A och a; = B. Da
far vi

ag = —3a9 = —3A

21-1 1 1
A149 = (122%(11“)@1 <~ a3z = ?al = %B 1 ,
A2+2 = Groen @2 < 04 = 7302 = 13(—34) = —34.

Att hitta en allman formel for a, &ar tekniskt invecklat. Vi ngjer
oss med att sdga att man kan anvinda induktion for att visa att for
n >4 ar

3-7-11--(4(n—3)—1)

A om n ar jamnt

|
ay, = :
n 1-5:9---(4n—4)+1
(?n )+ )B om n ar udda
n
Med dessa vérden pa a, kan man visa att potensserien » . a,z" kon-
n=0

vergerar for alla z € R: detta bevisas genom en variant av kvottestet
som gar ut pa att betrakta gransvardet

Apio xn+2

Apn ™

lim

n—oo

Déarmed ar y = Y a,2z" den allménna lésningen till ODEn pa hela

n=0
R.
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5 Ordinéra differentialekvationer

I praktiken behover man inte alltid hitta en allmén formel for a,,. Om
man vet att serien konvergerar, innebar detta att man kan hitta en ap-
proximativ 16sning genom att ta tillrackligt manga termer. For en dator
ar det inte svart att berdkna a, for alla n < 1000, vilket ofta récker val.
Om vi begransar oss till n < 4 i losningen ovan far vi approximationen

4
y = 3 aa”
n=0
= ao+ @ + asxr? + asz® + aux?
= A+ Bx — %A:ﬁ + %Bx3 — %A{LA.

n=0

y'(0) = a;. Konstanterna A = ag och B = a; kan
vi alltsa bestamma med hjalp av begynnelsevillkor.
Om vi t ex har villkoren y(0) = 0 och ¥/(0) = 1,
far vi A = 0 och B = 1, vilket ger 16sningen vars
graf vi ser héar, namligen

3 /

— 1 3 _
y—x+§x —x—l—g.

Notera att om y = > a,z" sa ar y(0) = ap och /

Vi sammanfattar den allménna principen.

For att losa en ODE kan man ansatta en potensserielosning y =
o0

o0
> anx™, eller mer allmént y = > a,(x — ¢)". Genom att derivera
n=0 n=0

och satta in potensserien i ODEn kan man bestamma koefficien-

terna a,, och fa en allmén 16sning. Genom begynnelsevillkor kan man
bestdmma de allmédnna konstanterna i 16sningen, eftersom ag = y(c),
a; = y'(c), osv.

Denna metod bygger pa att vi antar att vara losningar y = y(x)
kan representeras av potensserier, dvs att det finns en potensserie
o0

> an(x — ¢)™ som konvergerar mot y(z) pa nagot intervall (a,b).
n=0
Det &r inte alla funktioner som uppfyller detta; en funktion kallas

analytisk pa intervallet (a,b) om detta &r uppfyllt. Vi vet fran Sats
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3.24 att potensserien éar deriverbar pa det intervallet, sa i sa fall ar
y' (), y"(z) osv ocksa definierade. Om en funktion &r analytisk ar
den alltsa deriverbar hur manga ganger som helst, dvs har (kon-
tinuerlig) nte derivata for varje n. En sadan funktion kallas glatt.
Men det racker inte att vara glatt: finns glatta funktioner som inte
ar analytiska. I alla fall fungerar metoden med serielosningar for att
hitta de 16sningar som &ar analytiska pa nagot intervall. Ofta &r man
intresserad av ett intervall kring nagon punkt, t ex kring = 0, och
da gor man ansatsen med ¢ = 0.

Det finns en djup och vacker teori for analytiska funktioner, som man kan
studera i kurser i reell analys och (for funktioner av en komplex variabel)
i komplex analys. Lat oss avsluta den hér kursen med att héanvisa den
nyfikna lasaren till dessa kurser, och med férhoppningen om att denna
kurs gett dig en inblick i analysens vida, vackra och anvandbara varld.

* % ok
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